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پیشΎفتار

و اعتماد قابلیت ”نظریه ͳتخصص سمینار دومین برگزارکنندگان به را توفیق این که شاکریم را منان خداوند
در روزه ٢ سمیناری در را اعتماد قابلیت مباحث به علاقه مندان و پژوهشΎران از ͳجمع تا داد آن“ کاربردهای
اعتماد قابلیت زمینه در ͳتخصص کارگاه سه موفقیت آمیز برگزاری دنبال به سمینار این آورند. هم گرد تهران دانشΎاه
١٣٩۴ ماه اردیبهشت در که آن“ کاربردهای و اعتماد قابلیت ”نظریه ͳتخصص سمینار اولین و اخیر سال های در
گردید، برگزار مشهد ͳفردوس دانشΎاه فضایی“ و ترتیبی داده های ͳعلم ”قطب هماری با اصفهان دانشΎاه در
اهمیت از ͳمهندس و آمار در رشته ای بین شاخه های از ͳی عنوان به اعتماد قابلیت مبحث امروزه مͳ گردد. برگزار
مناسب بستری نمودن فراهم ͳتخصص سمینار این برگزاری از هدف است. برخوردار تکنولوژی پیشبرد در ͳفراوان
ͳعلم شاخه این مختلف زمینه های در ͳتکمیل تحصیلات دانشجویان و ͳعلم هیات اعضای پژوهش های ارائه برای
ͳسخنران به صورت اعتماد قابلیت در ͳریاض روش های زمینه در کشور در گرفته صورت پیشرفت های به ویژه است.

مͳ گردد. ارائه شرکت کنندگان و مدعوین توسط پوستر نمایش و ͳتخصص ،ͳعموم
داوران کمیته و ͳعلم کمیته اعضای توسط شده دریافت مقالات سمینار، فراخوان از پس که است ذکر به لازم
گرفت. قرار پذیرش مورد پوستر به صورت مقاله ٢٨ و ͳسخنران صورت به مقاله ۴۶ نهایت در و ارزیابی مورد سمینار
داشته را سپاسΎزاری و تشر نهایت سمینار داوران کمیته و اجرایی کمیته ،ͳعلم کمیته از دانم ͳم لازم پایان در
علوم و آمار ͳریاض دانشده محترم ریاست و علوم پردیس محترم ریاست از را خود ͳقدردان مراتب همچنین باشم.
نمایم. اعلام آمار پژوهشده محترم ریاست و هوافضا پژوهشده ͳپژوهش محترم معاونت تهران، دانشΎاه کامپیوتر

دارم. نمودند، یاری را ما سمینار این برگزاری در که ͳکسان ͳتمام توفیق آرزوی منان خداوند از

ͳحقیق فیروزه
سمینار دبیر
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بین پیش و پارامتر مورد در نمونه اطلاع اندازه

١ م ،ͳرشت آقای

اصفهان دانشΎاه ،ͳریاض علوم دانشده آمار، گروه

چیده

(برآورد) مورد در ͳاطلاعات قطعه (٠ < r ≤ n) r شست زمان های قطعه، n روی عمر طول آزمون در
شست، زمان های به توجه با مͳ توان باشد، r < n که ͳصورت در همچنین مͳ کنند. فراهم مدل پارامترهای
جدید، قطعه عمر طول ͳپیش بین برای آورد. دست به دیΎر، قطعه n−r عمر طول ͳپیش بین مورد در نیز را ͳاطلاعات
Έی ترتیب بدین است. آن از شده تولید ͳتصادف نمونه و معلوم) (پارامترهای عمر طول مدل مورد در اطلاع به نیاز
اطلاع جریان فصل این در مͳ شود. برقرار پیش بین پارامتر و مدل پارامترهای نمونه، داده های بین ͳاطلاعات جریان
و ͳشرط وابسته نمونه های اساس بر آن ها توام یا و ͳپیش بین پارامتر، مورد در نمونه از شده فراهم اطلاع مقدار و

مͳ شود. ارائه ͳشرط مستقل

ͳشرط وابسته مدل ،ͳشرط مستقل مدل کولبΈ‐لایبلر، نمونه، اطلاع اندازه آنتروپی، کلیدی: کلمات

پیش گفتار ١

به مشل اصلͳ ترین داده ها، کمبود کنیم، ͳپیش بین را جدیدی پیشامد بخواهیم عمر، طول چرخه ی در که ͳزمان
بیزی، رویرد با داده ها از شده فراهم اطلاع است. کاراتر بیز روش های از استفاده حالت این در مͳ آید. حساب
دنباله از n×١ بردار صورت به که مشاهده n از مجموعه ای شامل بیز اطلاع تحلیل عناصر مͳ شود. نامیده بیز اطلاع
پیشین احتمال توزیع دارای θ ∈ Θ پارامتر آن در که است f(y|θ) توام احتمال مدل با ..., Y٢, Y١ ͳتصادف متغیرهای
مͳ کنند. ایفا ͳپیش بین در محوری نقش پارامترها مͳ باشد. Yv جدید، پیشامد ͳپیش بین عناصر، دیΎر از و است f(θ)
پیشامد ͳپیش بین Yv و شده اند تولید f(y|θ) مدل از که مشاهدات از مجموعه ای Y = (y١, y٢, ..., yn) کنید فرض
این باشند، مستقل و وابسته ͳشرط طور به این که به بسته و دارد وجود اطلاع جریان Έی Yv و θ ،Y بین باشد. جدید

١



٢ م. ،ͳرشت آقای

ͳشرط استقلال حالت در اطلاع جریان :١ شل

مͳ کند. ایفا پیش بین به Y داده های از اطلاع جریان در محوری نقش θ است. متفاوت جریان
رابط تنها θ پارامتر حالت این در است. شده  داده نشان ͳشرط مستقل نمونه های برای اطلاع جریان (١) شل در

ͳشرط وابسته حالت در اطلاع جریان :٢ شل

بود. خواهد امان پذیر پارامتر طریق از تنها پیش بین توزیع به نمونه از اطلاع جریان بنابراین مͳ باشد، Yv و Y بین

مͳ نامند. مارکف زنجیره را (Y,Θ, Yv) سه گانه که مͳ دهند تشیل را فرآیندی Yv به سپس و θ به Y از اطلاع جریان
شل مͳ شود. گرفته نظر در را ،TTE خانواده و نرمال ͳخط مدل چون مدل هایی اطلاع، جریان دادن نشان برای
حالت این در مͳ دهد. نشان را هستند ͳشرط وابسته i = ١,٢, ... ، Yi|θ دنباله که ͳحالت در را اطلاع جریان (٢)
داده ها از مستقیما ارتباط اول حالت در است، امان پذیر مستقیم غیر و مستقیم حالت دو در Yv به Y از اطلاع جریان
تاثیر مͳ شود. مرتبط پیش بین توزیع به پارامتر طریق از داده ها مستقیم غیر حالت در و است برقرار پیش بین توزیع به
نرمال نمونه های بر (SC) ٢ پیاپی ͳهمبستگ و (IC) ١ رده درون مدل، دو از استفاده با را اطلاع جریان بر ͳوابستگ

مͳ شود. ͳبررس

نمونه اطلاع اندازه ٢

احتمال ͳالΎچ تابع دارای که باشد آن ها از ͳتابع یا و آن ها توام ،Yv ،Θ مͳ تواند که است مجهول مقدار Q کنید فرض
∆H(y;Q) = آنتروپی اختلاف معیار توسط مͳ توان را Q مورد در مشاهده شده نمونه اطلاع مقدار مͳ باشد. f(q)
کرد. اندازه گیری K[f(q|y) : f(q)] کولبΈ‐لایبلر تشخیص اطلاع تابع توسط مͳ توان یا و H(Q) − H(Q|y)

اطلاع که است انتظار مورد نمونه اطلاع اندازه اطلاع، نظریه در اندازه گیری معیارهای از دیΎر ͳی∆H(y;Q)

M (Y ;Q) = Ey{∆H(y;Q)} = صورت به که نمونه داده های تحت متقابل اطلاع مͳ شود. نامیده نیز متقابل
ͳسانی مقدار کولبΈ‐لایبلر، اطلاع متوسط و آنتروپی اختلاف متوسط مͳ شود. تعریف Ey{K[f(q|y) : f(q)]}

تولید بردار y ،Q = Θ کنید فرض مͳ گویند. نیز پارامتر اطلاع را پارامتر و نمونه متقابل اطلاع مͳ کنند. فراهم را
درستنمایی تابع از شده

متقابل اطلاع ،Q = Yv کنید فرض باشد. پسین توزیع ͳالΎچ تابع f(θ|y) ∝ f(θ)f(y|θ) و L(θ) ∝ f(y|θ)
مͳ گیریم. نظر در را Yv و Θ پارامتر دو هر حالت ها ͳبعض در مͳ شود. ارائه نیز پیش بین اطلاع عنوان به M (Y;Yv

)
١maryam.870@gmail.com
١Intraclass
٢Serial correlation
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٣ آن کاربردهای و اعتماد قابلیت نظریه سمینار دومین

کرد، محاسبه جداگانه صورت به نمͳ توان را آن ها اطلاع مͳ باشند، وابسته Yv و Θ حالت ها بیشتر در که آن جایی از
مͳ کنیم. محاسبه را M(Y; (Θ, Yv)) و ∆H(y; (Θ, Yv)) و گرفته نظر در توام صورت به Q = (Θ, Yv) بنابراین

ͳشرط مستقل نمونه های در اطلاع اندازه ٣
ارائه ͳشرط مستقل نمونه های در را پیش بین و پارامتر اطلاع اندازه های با توام اطلاع اندازه بین رابطه ی زیر قضیه

مͳ کند.

آن گاه باشند، مستقل ͳشرط طور به Y١|θ, Y٢|θ, ... اگر .١ قضيه

∆H(y; Θ) = ∆H(y; (Θ, Yv)) الف)

M(Y; Θ) =M(Y; (Θ, Yv)) ب)

M(Y;Yv) ≤M(Y; Θ) ج)

بهینه طرح های ٣ . ١
مقادیر تمام و V٠ = Ip اگر کنند. مطالعه آزمایشات طرح در را پارامتر اطلاع هستند علاقمند محققین از بسیاری
η =

σ٢
١

σ٢
٠

تابع به توجه با مͳ نامند. بیزی بهینه D طرح را آمده دست به طرح ،λj = λ̄ = ١
p

p∑
k=١

λk باشند، برابر ویژه

انتظار مورد پارامتر اطلاع ،σ٢
٠ → ∞ ͳیعن است، ضعیف پیشین اطلاع که ͳحالت برای است، η از ͳنزول ͳتابع

اندازه های طریق از دارد، وجود بهینه طرح تعیین برای متعددی روش های آمار در مͳ گیرید. را خود مقدار ماکسیمم
به را بهینه طرح پیش بین اطلاع و پارامتر اطلاع اساس بر این جا در کرد. تعیین را نظر مورد طرح مͳ توان نیز اطلاع
کند. فراهم آن ها از ͳتوام یا و پیش بین یا پارامتر مورد در را اطلاع بیشترین که گوییم بهینه را ͳطرح مͳ آوریم. دست
گیرید نظر در را ساده ای طرح مͳ کنیم. برآورد را طرح مجهول مقادیر متقابل، اطلاع کردن ماکسیمم با ترتیب بدین

پارامترهای و tr(Λ) =
p∑

j=١
nj = n حالت این در است. راهه Έی ANOV A ساختار که xij ∈ {٠,١} آن در که

مͳ باشد. λj = nj طرح

داریم
p∑

j=١
nj = n و V٠ ، η تحت .٢ قضيه

با است برابر M(Y; Θ) پارامتر (توام) اطلاع اساس بر بهینه نمونه الف)

n∗١ = n
p + η

p

p∑
j=٢

(v−١
٠j − v−١

٠١ ),

n∗j = n∗١ − η(v−١
٠j − v−١

٠١ ), j = ٢, ..., n

با است برابر zv در ͳپیش بین برای M(Y;Yv) پیش بین اطلاع اساس بر اطلاع بهینه نمونه ب)

n∗١ = |zv١|n
p∑

j=١
|zvj |

+ η
p∑

j=١
|zvj |

p∑
j=٢

(v−١
٠j − v−١

٠١ ),

n∗j =
|zvj |
|zv١|n

∗
١ − η

|zv١| (|zv١|v−١
٠j − |zvj |v−١

٠١ ), j = ٢, ..., n

٣



۴ م. ،ͳرشت آقای

از هماران و (١٩٩٣) سینگپوروالا٣ M(Y; Θ|n∗i , zv) =M(Y; (Θ, Yv)|n∗i , zv) ≥M(Y;Yv|n∗i , zv) داریم و
کردند. استفاده عمر طول آزمون های به بخشیدن سرعت برای پیش بین اطلاع بهینه طرح های

ͳشرط وابسته نمونه های در اطلاع اندازه ۴

مورد در نمونه از شده فراهم اطلاع باشند، ͳشرط وابسته i = ١,٢, ... (Yi|θ) ͳتصادف متغیرهای دنباله که ͳهنگام
کرد تجزیه زیر صورت به مͳ توان را پیش بین و پارامتر توام

M(Y; (Θ, Yv)) =M(Y; Θ) +M(Y;Yv|Θ) =M(Y;Yv) +M(Y; Θ|Yv)

قسمت طبق باشند، ͳشرط مستقل دنباله ها که ͳصورت در است، ͳشرط ͳوابستگ اندازه M(Y;Yv|Θ) ≥ ٠ آن در که
M(Y; (Θ, Yv)) = نوشت زیر صورت به مͳ توان را بالا تجزیه و M(Y; (Θ, Yv)) = M(Y; Θ) داریم قضیه (الف)

گرفت نتیجه مͳ توان ͳوابستگ حالت در M(Y; Θ) =M(Y;Yv) +M(Y; Θ|Yv)
M(Y; Θ|yv) ≤M(Y;Yv|Θ) اگر تنها و اگر M(Y; Θ) ≤M(Y;Yv)

پیاپی و رده درون همبسته مدل های ١ . ۴
، i ̸= j مقادیر تمام ازای به که (IC) رده درون مدل از عبارتند که شده گرفته نظر در را مهم مدل دو این جا در

مͳ باشد. k > ٠ ، ρi,i+k|θ = ρk ≥ ٠ با (SC) پیاپی ͳهمبستگ مدل و ρij|θ = ρ

ͳنزول ͳتوابع و n از صعودی ͳتوابع M(Y; (Yv,Θ)|ρ) و M(Y;Yv|ρ) ،M(Y; Θ|ρ) مدل، سه هر در الف) .٣ قضيه
مͳ باشند. η از

و ρ از ͳنزول ͳتابع M(Y; Θ|ρ) ،SC و IC مدل دو هر برای ب)

M IC(Y; Θ|ρ) ≤M(Y; Θ|ρ)SC ≤M(Y; Θ)UC

و ρ از صعودی ͳتابع M(Y;Yv|ρ) ،SC و IC مدل دو هر برای ج)

M IC(Y;Yv|ρ) ≥M(Y;Yv|ρ)SC ≥M(Y;Yv)
UC

بیشترین و پارامتر مورد در ͳکم اطلاع هستند، شدید ͳوابستگ دارای که نمونه هایی که است واض قضیه از
دارند. پیش بین مورد در را اطلاع

ترتیبی آماره های ٢ . ۴
موجود داده های ͳوقت tc زمان تا کردیم فرض مͳ کنند. کار به شروع t = ٠ زمان در که گیرید نظر در را قطعه n
آماره r شامل داده ها بنابراین افتاده اند، کار از (٠, tc) ͳزمان فاصله در قطعه r است، گرفته قرار تحلیل و تجزیه مورد
گرفتن نظر در با مͳ افتند. کار از tc زمان از بعد قطعه، n− r بقیه و است t(١) < t(٢) < ... < t(r) < tc ͳیعن ترتیبی
داده های از استفاده با اما است ͳتصادف مقدار r و مشخص قبل از tc ، I نوع سانسور طبق شده سانسور داده های

٣Singpurwalla

۴



۵ آن کاربردهای و اعتماد قابلیت نظریه سمینار دومین

یدیΎر به ترتیبی آماره های است. ͳتصادف مقدار tc = t(r) و مشخص قبل از r ، II نوع شده سانسور شست
دو بین متقابل اطلاع کرد. اندازه گیری را ترتیبی آماره های بین ͳوابستگ متقابل اطلاع با مͳ توان و مͳ باشند وابسته

برابر ترتیبی آماره

M(Yr;Yr+١|θ) =Mn(r) = logB(r + ١, n− r + ١) + log(n+ ١)− ١
−r{ψ(r)− ψ(n)} − (n− ١){ψ(n− r)− ψ(n)})

در را Y١, ..., Yn ترتیبی آماره های دنباله است. شده محاسبه زیر صورت به (٢٠٠۴) هماران و ͳابراهیم توسط که
گیرید. نظر

Mn(Yi;Yi+١) ≡ Kn(fi,i+١ : fifi+١)

و ͳابراهیم همچنین مͳ کند. اندازه گیری را θ شرط به مستقل نمونه از ترتیبی آماره های بین ͳوابستگ اندازه Mn(r)

است. n از صعودی ͳتابع Mn(r) کردند ثابت (٢٠٠۴) هماران

آماره ͳپیش بین و پارامتر توام مورد در ترتیبی آماره r با شده فراهم اطلاع M(Yr; (Θ, Yr+١)) کنید فرض .۴ قضيه
آن گاه باشد. بعدی ترتیبی

M(Yr; (Θ, Yr+١)) =M(Yr; Θ) +Mn(r) ≥M(Yr; Θ) الف)

معادلند زیر بندهای ب)

M(Yr;Yr+١) ≥ (≤)Mn(r) (i

Yr+١ = (Y١, ..., Yr, Yr+١) آن در که M(Θ;Yr+١) ≥ (≤)M(Yr+١; Θ)−M(Yr; Θ) (ii

مورد در ترتیبی آماره r از شده فراهم اطلاع و هستند وابسته ͳتصادف آماره های θ شرط به که است واض قضیه از
است. پارامتر مورد در شده فراهم اطلاع از بیشتر بعدی ترتیبی آماره و پارامتر توام
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نابرابری های شاخص با آنها ارتباط و ͳسالخوردگ مفاهیم

٣ ب گیلده، صادقپور ٢ غ برزادران، ͳمحتشم ١ ز .ͳبهدان

مشهد ͳفردوس دانشΎاه ،ͳریاض علوم دانشده آمار، گروه

چیده
اختصاص ͳسالخوردگ مفاهیم کاربردهای و مفاهیم ویژگͳ ها، مطالعه به اعتماد قابلیت نظریه از ͳوسیع بخش
و ͳسالخوردگ مشخصه های مͳ باشد. علاقه مورد ͳسالخوردگ از ͳمختلف اشال اعتماد قابلیت در است، یافته
لورنتس ͳمنحن خصوص به نابرابری شاخص های بین دارند. ͳنزدی رابطه عمر توزیع های برای ͳجزئ ترتیب های
با که دارد وجود جالبی ویژگͳ های و قضایا عمر، طول و عمر مانده میانگین زمان و ͳسالخوردگ روابط ͳبرخ با
شاخص های و ͳساخوردگ مفاهیم بین ارتباط ͳبررس به مقاله این در خواهدشد. حاصل ͳمهم نتایج آن ها ͳبررس
از ͳروشن تفسیر مͳ کنیم ͳسع و مͳ پردازیم زنگا ͳمنحن و ͳفرون بن ͳمنحن لورنتس، ͳمنحن مانند اقتصادی نابرابری
یافتن دنبال به شده ارائه روابط و مفاهیم با بیشتر آشنایی و بهتر درک برای نهایت در و کرده بیان را ارتباط این

باشیم. ͳم کاربردی های بحث و عددی نتایج

ͳسالخوردگ مفاهیم زنگا، ͳمنحن ، ͳفرون بن ͳمنحن لورنتس، ͳمنحن کلیدی: کلمات
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٧ آن کاربردهای و اعتماد قابلیت نظریه سمینار دومین

قابلیت شود. ͳم استفاده آزمایش Έی دادن توضیح منظور به اغلب که است گیری اندازه ابزارهای یا ابعاد از ای
در است. شده شناخته محصول Έی یا فرد Έی برای مثبت ͳویژگ Έی عنوان به که است، ͳعموم ͳمفهوم اعتماد
ͳسالخوردگ مفاهیم سپس و مͳ پردازیم آن ها بین ارتباط و نابرابری شاخص های از ͳبرخ ͳمعرف به ابتدا مقاله این
اقتصادی نابرابری های شاخص و مفاهیم این ارتباط نهایت در و کرده ͳمعرف را آن ها ویژگͳ های از ͳبرخ همراه به
مباحث و مفاهیم از بهتر درک برای نهایت در کرد. خواهیم جستجو را نشده ارائه قبلا محققین توسط که جدیدی

داد. خواهیم خاتمه را بحث کاربردی مثال چند ارائه با شده ارائه

اقتصادی نابرابری از ͳمفاهیم ٢

استفاده لورنتس» Ͷمنحن» معمولا˦ درآمد، ناعادلانه دیΎرتوزیع عبارت به یا اقتصادی نابرابری میزان سنجش برای
ͳمنحن به دستیابی برای است. ابزارها مهمترين جزو اقتصاد در درآمد توزيعهاي مطالعه در Ͷمنحن اين شود. ͳم
را آنها سهم و مͳ شود توزیع درآمد مختلف گروه های بین که را درآمدها ͳتجمع درصد ͳافق محور روی لورنتس،
مͳ دهیم. قرار مͳ دارند دریافت را فوق درآمد درصدهای که جمعیت درصدهای محورعمودی روی و مͳ دهد، تشیل
مͳ آید. به دست حاصل) مربع ͳاصل قطر واق΄ (در ͳمستقیم خط گیرد، صورت عادلانه به طور درآمدها توزیع اگر
حاصل و مذکور مستقیم خط مͳ شود. حاصل محدبی ͳمنحن باشد نابرابر و ناعادلانه درآمدها توزیع که ͳصورت در
مͳ شود. نامیده لورنتس ͳمنحن حاصل، محدب ͳمنحن و است، معروف عادلانه کاملا̈ توزیع خط به اول، حالت از

مͶ شود: تعريف (١) صورت به Ͷكل حالت در لورنتس Ͷمنحن

L(u) =
١

E(X)

∫ u

٠
F−١(t)dt. (١)

تابع F−١(u) = sup{x : F (x) ≤ u} ، u ∈ [٠,١] برای و X ͳنامنف ͳتصادف متغیر ͳتجمع توزیع تابع F آن در که
محدب، صعودی، ͳتابع لورنتس تابع که است مشخص (١) به توجه با باشد ͳم E(X) =

∫∞
٠ f(y)dy و آن ͳچندک

آماری توزیع Έی از لورنتس تابع Έی ویژگͳ ها این با تابع هر عکس بر باشد. ͳم L(١) = ١ و L(٠) = ٠ با پیوسته
. است معین

است اندازه ای مهمترین ͳجین ضریب آنها بین از که مͳ شوند، تعریف لورنتس ͳمنحن اساس بر ͳمختلف شاخص های
بین ناحیه برابر دو صورت به ͳجین ضریب مͳ شود. برده کار به جامعه در درآمد نابرابری میزان سنجش برای که
اندازه های مطالعه در است. Έی و صفر بین مقداری و ͳنامنف همواره که مͳ شود تعریف قطر خط و لورنتس ͳمنحن
نام به جدیدی اندازه ͳفرون بن ١٩٣٠ سال در ͳول دارد بیشتری کاربرد ͳجین ضریب و لورنتس ͳمنحن نابرابری،
اساس بر B = ١ −

∫ ١
٠ BF (u)du ͳفرون بن ضریب معرفͳ کرد. اقتصادی نابرابری ͳبررس برای را ͳفرون بن ضریب

توزیع پایین سطوح به نسبت بیشتری حساسیت ضریب این مͳ شود. تعریف BF = ١
µu

∫ u

٠ F−١(t)dt ͳفرون بن ͳمنحن
صعودی اکیدا ͳبن فرون ͳمنحن ͳکل حالت در دارد. کاربرد نیز عمر طول آزمون و اعتماد قابلیت در دارد درآمد
ضریب جایΎزین عنوان به جدیدی شاخص میلادی ١٩٨۴ سال در زنگا باشد. مقعر یا و محدب مͳ تواند و است
جامعه بالای ٪١٠٠(١−u) میانگین و جامعه پایین ٪١٠٠u میانگین درآمد مقایسه از شاخص این کرد. ͳمعرف ͳجین

مͳ شود: تعریف زیر صورت به پیوسته ͳنامنف ͳتصادف متغیر برای زنگا ͳمنحن مͳ اید. بدست

Z(u) = ١ − F−١(u)

F−١
١ (u)

. (٢)
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صورت به را زنگا ͳمنحن ٢٠٠٧ سال در زنگا دارد. شهرت ناقص گشتاور اولین به F١(x) = ١
µ

∫ x

٠ tf(t)dt که
شاخص مͳ باشد. نیز زنگا ͳمنحن و لورنتس ͳمنحن بین ارتباط بیانگر که کرد تعریف Z(u) = ١ − L(u)

u
˙١−u

١−L(u)

که است این دیΎر معیارهای سایر به نسبت معیار این برتری (u ∈ (٠,١) که Z =
∫ ١

٠ Z(u)du با است برابر زنگا
مͳ کند. منعکس خوبی به را ثروت و فقر ارتباط شاخص این

Ͷتصادف متغير دو مقايسه مͳ شود. مطرح آن ها مقایسه موضوع جامعه دو اقتصادی نابرابری میزان اندازه گیری از پس
توزيع هاي بين ترتيبي روابط از Ͷحاك كه Ͷتصادف ترتیب هاي است. انجام پذير Ͷتصادف ترتيب بندي هاي طريق از
مختلف زمينه چندين در گسترده طور به Ͷتصادف ترتیب هاي مفيدند. Ͷتصادف متغيرهاي مقايسه براي هستند احتمال

دارند. كاربرد ... و بيمه اقتصاد، صف، نظريه اعتماد، قابليت ،ͳتصادف فرآيند به ويژه آمار
L٢, L١ لورنتس توابع و F٢, F١ Ͷتجمع توزيع توابع و ͳمتناه میانگین با X٢, X١ ͳنامنف ͳتصادف متغیرهای برای

مͳ کنیم: تعریف زیر صورت به و داده نشان X١ ≤L X٢ به را لورنتس ترتیب

X١ ≤L X٢ ⇐⇒ L٢(u) ≤ L١(u)(G١ ≤ G٢)∀u ∈ [٠,١]

تابع از بالاتر همواره L١ لورنتس تابع كه است معنا اين به و مͳ شود خوانده لورنتس حالت در Xاز١ بزرگ تر X٢ که
ͳارتباط آن مشخصه های و نابرابری شاخص های ͳبرخ ͳمعرف ضمن مقاله از بخش این در دارد. قرار L٢ لورنتس

خواهد شد. بیان نیز دارند هم با شاخص ها این که

ͳسالخوردگ مفاهیم ٣

در است، یافته اختصاص ͳسالخوردگ مفاهیم کاربردهای و ویژگͳ ها مطالعه به اعتماد قابلیت نظریه از ͳوسیع بخش
مͳ شود ͳبررس ͳسالخوردگ مفاهیم مطالعات در مͳ باشد. علاقه مورد ͳسالخوردگ از ͳمختلف اشال اعتماد قابلیت
طول توزیع های اعتماد، قابلیت مفاهیم در شود. ͳم بدتر یا یابد ͳم بهبود سن افزایش با سیستم یا مولفه Έی که
لذا و مͳ شوند تقسیم مختلف رده های به عمر باقͳ مانده میانگین و شست نرخ چون ͳتوابع رفتار اساس بر عمر
مͳ باشد. مفید مناسب مدل انتخاب برای عمر طول توزیع های ͳسالخوردگ مشخصه های اساس بر تقسیم بندی این
(ͳنزول) صعودی مخاطره نرخ متوسط ،IHR(DHR) (ͳنزول) صعودی مخاطره نرخ مانند متعددی ͳساخوردگ مفاهیم
مخاطره نرخ متوسط در شده استفاده از بهتر نو ،NBUHR مخاطره نرخ در شده استفاده از بهتر نو ، IHRA (DHRA)
(ͳنزول) صعودی عمر طول واریانس ،IMRL(DMRL) (ͳنزول) صعودی عمر طول مانده ͳباق میانگین ،NBUHRA
ارائه ضمن و شوند ͳم ͳمعرف مقاله از بخش این در ، NBU(NWU) شده استفاده از (بدتر) بهتر نو ،IVRL(DVRL)

کنیم. ͳم بیان یدیΎر با را آنها ارتباط آن ها مشخصه های از ͳبرخ

نابرابری های شاخص و ͳسالخوردگ مفاهیم ارتباط ۴

این از ͳبرخ که هستند اعتماد قابلیت در ͳمفاهیم دارای قبل بخش در شده ͳمعرف نابرابری های شاخص از Έی هر
مولفه هایی عمر متوسط تفاضل عنوان به مͳ توان را زنگا ͳمنحن مثال عنوان به است شده ارائه محققین توسط مفاهیم
آنهایی به نسبت رسیده اند نظر مورد سن به که آنهایی سن متوسط و شده اند نابود نظر مورد سن به رسیدن از قبل که
شاخص های و ͳسالخوردگ مشخصه های بین روابط و مفاهیم این ارائه کرد.[٣] تفسیر رسیده اند نظر مورد سن به که

مͳ باشد. مقاله این اهداف مهمترین از اقتصادی نابرابری

٨



٩ آن کاربردهای و اعتماد قابلیت نظریه سمینار دومین

کاربردی مثالهای ۵
مباحث از روشن تر تفسیر و بهتر درک دنبال به درآمد داده های و کاربردی مثال های ارائه با مقاله از بخش این در
داده ها این مͳ باشد. درآمد داده های به مربوط مقاله استفاده مورد داده های مͳ باشیم. قبل بخش های در شده ارائه
با و ایران آمار مرکز توسط که مͳ باشد، روستایی» و شهری خانوارهای درآمد و هزینه از «آمارگیری طرح به مربوط
کتابچه هایی قالب در آن نتایج و اجرا کشور استان های برنامه ریزی و مدیریت سازمان های آمار معاونت های هماری
با و مͳ شوند رسم زنگا و ͳفرون بن لورنتس، منحنͳ های مذکور داده های برای مͳ گردد. منتشر کشور کل سط در
با و یافته را داده ها با مرتبط ͳسالخوردگ مشخصه های است شده ارائه مقاله قبل قسمت های در که ͳروابط به توجه

مͳ شوند. مقایسه مͳ شود کسب مستقیم طریق از که ͳنتایج
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یافته تعمیم I نوع آمیخته پیش رونده سانسور

٢ ح ترابی، ١ م بیات،

آمار گروه ،ͳریاض علوم دانشده یزد، دانشΎاه

چیده
طول آزمایشات انجام تولیدی، بنگاه های در مصنوعات ساخت افزایش و ͳپزش علوم توسعه ی با امروزه
آزمایشات اینگونه انجام روش Έی انتخاب راستا این در است. ͳکلینی و ͳکیف تحقیقات ͳجداناشدن جزء عمر
سری Έی از همچنین و باشد داشته مثبت اثر عمر طول متغیر توزیع عمر طول پارامتر برآورد بر بتواند هم که
کردن سانسور روش از استفاده امروزه است. برخوردار بالایی اهمیت از نکند ͳتخط ͳزمان و ͳمال محدودیت های
بتواند که  گردد ͳمعرف سانسوری تا است شده ͳسع نیز مقاله این در است شده فراگیر عمر طول آزمایشات انجام در
طول حداکثر همچنین سازد محقق را شده مشاهده شست های برای شده تعیین پیش از تعداد آزمایش پایان در

باشد. شده تعیین پیش از نیز شده سانسور آیتم های از شده سپری عمر

تعمیم I نوع آمیخته پیش رونده سانسور ،I نوع پیش رونده سانسور ،II نوع پیش رونده سانسور کلیدی: کلمات
شبیه سازی عمر، طول آزمایشات یافته،

پیش گفتار ١

Y١, Y٢, · · · , Yn عمر طول متغیرهای با یسان آیتم n برای عمر طول آزمایش انجام قصد آزمایشΎری کنید فرض
تابع و F(.) پیوسته مطلقاً ͳتجمع توزیع تابع با همتوزیع و مستقل ͳتصادف متغیرهای Yiها آن در که باشد داشته را
صورت بدین آزمایش کنید فرض هستند. (θ = (θ١, θ٢, · · · , θk) ∈ Θ)، θ مجهول پارامترهای با f(.) احتمال ͳالΎچ
تعداد شست، اولین از پس بلافاصله سپس گیرند قرار آزمایش تحت همزمان بطور آیتم n ͳتمام که پذیرد انجام

١bayat.stat@chmail.ir
٢
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١١ آن کاربردهای و اعتماد قابلیت نظریه سمینار دومین

شست، دومین از پس مͳ شوند، خارج آزمایش از و انتخاب ͳتصادف طور به ͳبررس تحت واحدهای از واحد r١

همه ی mام شست زمان در اینکه تا ترتیب همین به و مͳ شوند گذاشته کنار آزمایش از ͳبررس تحت واحد r٢

”سانسور نمونه گیری روش این مͳ شوند. حذف آزمایش از ͳبررس تحت واحد rm = n − r١ − · · · − rm−١ −m

نمایش x١, x٢, · · · , xm با را سانسور نوع این از حاصل شده مشاهده مقادیر و مͳ شود نامیده ”II نوع پیش رونده
برداشت طرح و m شده مشاهده شست های تعداد آزمایش انجام روش این در این در ببینید. را ٢ مͳ دهند.شل
مͳ توان بیشتر جزئیات دانستن برای شده اند. گرفته نظر در ثابت بطور آزمایش از پیش ͳΎهم (r١, · · · , rm) سانسور

نمود. مراجعه [٧] و [٢] ،[۶] ،[۴] ،[۵] ،[١١] ،[١٠] ،[٩] ،[٨] ،[٣] ،[١] ،[٢] به
II نوع پیش رونده سانسور :١ شل

مرحله ی در که واحدهایی از (i = ١, · · · , n) تا ri تعداد شود استفاده II نوع پیش رونده سانسور از ͳآزمایش در اگر
آیتم هایی از است) (نیاز مͳ توان آزمایشات از ͳبرخ در است. شده ͳط عمرشان از ͳزمان واحد xi شده اند سانسور iام
II نوع پیش رونده سانسور در اینکه دلیل به باشد. شده سپری آنها عمر از ͳزمان واحد ti حداکثر که نمود استفاده
به که است ممن آزمایشات گونه این شده ی سانسور آیتم های از لذا نمͳ باشد معلوم قبل از سانسورها انجام زمان
استفاده I نوع پیش رونده سانسور از باشد داشته قصد آزمایشΎر ،ͳآزمایش انجام در اگر نمود. استفاده نتوان خوبی
رف΄ برای ننماید. ارائه را خوبی نتایج آزمایش و بوده کم بسیار شده  مشاهده رخدادهای تعداد است ممن نیز نماید
پیش از عمر از گذشت زمان با سانسورهای بتواند هم که شد خواهد ارائه جدید سانسوری بعد قسمت در ایراد این

دهد. ارائه معلوم پیش از مشاهدات تعداد هم و شده تعیین

ͳالΎچ تابع و یافته تعمیم I نوع آمیخته پیش رونده سانسور طرح ͳمعرف ٢
احتمال

آزمایش شروع از پیش باشند. گرفته قرار عمر طول آزمایش تحت ذیل شرایط تحت یسان واحد n کنید فرض
تعیین ∑m

i=١ ri = n−m شرط با m = (r١, · · · , rm) همراه به است زمان از تایی m بردار Έی که m = (t١, · · · , tm)

به رسیدن هنگام به و نموده ثبت را آن زمان رخداد مشاهده هنگام به که پذیرد انجام گونه بدین آزمایش و گردیده
سپس شوند حذف و گردیده انتخاب تصادف به آن از آزمایش در زنده اقلام از واحد r١ تعداد min{t١, X١} زمان
آزمایش در اقلام از واحد ri تعداد min{ti, Xi} زمان در ͳکل طور به مͳ کند. پیدا ادامه باقیمانده واحد های با آزمایش
سانسور، این کرد. خواهد پیدا ادامه Xm ͳیعن رخداد امین m وقوع زمان تا آزمایش این گردند. حذف مͳ بایست
مͳ دهد. نمایش را سانسور این عملرد نحوه ١ شل و مͳ شود نامیده یافته تعمیم I نوع آمیخته پیش رونده سانسور

یافته. تعمیم I نوع آمیخته پیش رونده سانسور :٢ شل

با مͳ توان را سانسور نوع این از استفاده با آزمایش انجام از آمده دست به داده های
آن: در که داد نمایش (x١, γ١), (x٢, γ٢), · · · , (xm, γm)

γi =

{
١ xi ≤ ti

٠ xi > ti.
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مͳ باشد. (١) رابطه صورت به سانسور این درستنمایی تابع

fm,m(m,m |m) = C

m∏
i=١

{
f(xi)F̄ (xi)

γiri F̄ (ti)
(١−γi)ri

× I(xi−١,∞)(xi){I{١}(γi)I(xi−١,ti](xi)

+ I{٠}(γi)I(ti,∞](xi)}
}

(١)

با: است برابر آن مقدار و است کننده استاندارد ثابت Έی C آن در که

C =
m∏
i=١

{n−
i−١∑
j=١

(ri + ١)− (١ − γi)ri} (٢)

باشند ١− e−η(θ)d(x) فرم با پارامتره تک نمایی خانواده از ͳتوزیع دارای عمر طول متغیرهای کنید فرض .١ قضيه
با: است برابر پارامتر درستنمایی برآورد آنگاه باشد معکوس پذیر تابع Έی η طوریه به

θ̂ = η−١(
m∑m

i=١{d(xi)− η(θ)d(xi)γiri − η(θ)d(ti)(١ − γi)ri}
) (٣)

باشند ١− e−η(θ)d(x) فرم با پارامتره تک نمایی خانواده از ͳتوزیع دارای عمر طول متغیرهای کنید فرض .٢ قضيه
با: است برابر جامعه پارامتر فیشر اطلاع آنگاه باشد معکوس پذیر تابع Έی η طوریه به

I(θ) = m
١

η٢(θ)
[
∂η(θ)

∂θ
]٢ (۴)

لذا: مͳ کند صدق نظم شرایط در نمایی خانواده اینکه به توجه با برهان.

I(η) = −E(
∂٢ln(fm,m(m,m |m))

∂η٢ )

= −E(
∂٢ln(C

∏m
i=١

{
ηd

′
(xi)e

−ηd(xi)e−ηd(xi)γirie−ηd(ti)(١−γi)ri
}
)

∂η٢ )

= −E(
m∑
i=١

−١
η٢ −

m∑
i=١

∂٢η

∂η٢ {d(xi) + d(xi)γiri + d(ti)(١ − γi)ri})

= m
١
η٢ (۵)

داریم: I(θ) = I(η)[∂η(θ)∂θ ]٢ اینکه به توجه با

I(θ) = m
١

η٢(θ)
[
∂η(θ)

∂θ
]٢ (۶)

شبیه سازی و مقایسه ٣
از II نوع پیش رونده سانسور و یافته تعمیم I نوع آمیخته پیش رونده سانسور بین مقایسه Έی ایجاد برای بخش این در
فرض است. پذیرفته انجام مونت کارلو روش و R نرم افزار از استفاده با شبیه سازی این است. شده استفاده شبیه سازی
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سانسور طرح m و n برای داده ها این نمایند. پیروی ٠٬٢ پارامتر و ۵ میانگین با نمایی توزیع از داده ها که است شده
یافته تعمیم I نوع آمیخته پیش رونده سانسور ترتیب به از استفاده با بار هر شده تولید بار 10000 متفاوت کردن های
و تجربی اریبی پایان در و است شده آورده بدست پارامتر درستنمایی ماکسیمم برآورد II نوع پیش رونده سانسور و
١ جداول در سانسور روش های از هرکدام برای آزمایش تحت آیتم های شده ی سپری عمر مجموع و برآوردها MSE

آن: در که است. شده آورده ٢ و
یافته، تعمیم I نوع آمیخته پیش رونده سانسور از استفاده با آیتم ها شده ی سپری عمر مجموع = TOTAL١

،II نوع پیش رونده سانسور از استفاده با آیتم ها شده ی سپری عمر مجموع = TOTAL٢

یافته، تعمیم I نوع آمیخته پیش رونده سانسور از استفاده با پارامتر تجربی برآورد = θ̂١

،II نوع پیش رونده سانسور از استفاده با پارامتر تجربی برآورد = θ̂٢

یافته، تعمیم I نوع آمیخته پیش رونده سانسور از استفاده با برآوردها تجربی خطای مربعات میانگین =MSE١

.II نوع پیش رونده سانسور از استفاده با برآوردها تجربی خطای مربعات میانگین =MSE٢

تکرار. مرتبه 10000 با II نوع پیش رونده سانسور و یافته تعمیم I نوع آمیخته پیش رونده سانسور شبیه سازی نتایج :١ جدول
t r m n

٣٫٣،٢٫۵،١٫۵،٠٫٨،٠٫٣ ٣،· · · ،٣ ۵ ٢٠
٢،١٫۶،١،٠٫۶،٠٫٣ ۵،· · · ،۵ ۵ ٣٠

١٫۵،١،٠٫۶،٠٫۴،٠٫٢ ٩،· · · ،٩ ۵ ۵٠
٧٫۵،۶٫٩،∞،· · · ،∞،٠٫۶،٠٫٣،٠٫٢ ٢،٣،٠،· · · ،٠،١٠،١٠،١٠ ١۵ ۵٠

۴،٣٫۵،∞،· · · ،∞،٠٫٨،٠٫۵،٠٫٢،٠٫١ ۵،۵،٠،· · · ،٠،١٠،١٠،١٠،٢٠ ١٠ ٧٠
۴٫۵،۴،∞،· · · ،∞،٠٫٧،٠٫۴،٠٫٣،٠٫١ ۵،۵،٠،· · · ،٠،١٠،١٠،١٠،١٠ ٢٠ ٧٠

١٢،١٠٫۶،∞،· · · ،∞،٠٫۵،٠٫۴،٠٫٢،٠٫١ ۴،۴،٠،· · · ،٠،٨،٨،٨،٨ ٣٠ ٧٠
۶،۵٫٣،∞،· · · ،∞،٠٫۵،٠٫٣،٠٫٢،٠٫١ ٨،٨،٠،· · · ،٠،١۶،١۶،١۶،١۶ ٢٠ ١٠٠

٨٫۵،٧٫۶،∞،· · · ،∞،٠٫۴،٠٫٣،٠٫٢،٠٫١ ٧،٧،٠،· · · ،٠،١۴،١۴،١۴،١۴ ٣٠ ١٠٠
١۴،١٢٫٧،∞،· · · ،∞،٠٫۴،٠٫٣،٠٫٢،٠٫١ ۵،۵،٠،· · · ،٠،١٠،١٠،١٠،١٠ ۵٠ ١٠٠

١ جدول ادامه :٢ جدول
MSE٢ MSE١ TOTAL٢ TOTAL١ θ̂٢ θ̂١ m n

٠٫٠١٩۵ ٠٫٠١٩۵ ٢۴٫۶۴٣ ٢۴٫٣۵٩ ٠٫٢۵٢۵ ٠٫٢۵۴۵ ۵ ٢٠
٠٫٠١٩۴ ٠٫٠١۶۵ ٢۵٫٠۴٣ ٢۴٫٣۵۶ ٠٫٢۴٨٨ ٠٫٢۴٩٧ ۵ ٣٠
٠٫٠٣۴١ ٠٫٠٢٢٣ ٢۵٫٠١٢ ٢۴٫٢٧٠ ٠٫٢۵٨٧ ٠٫٢۵۴۶ ۵ ۵٠
٠٫٠٠٣٢ ٠٫٠٠٣٢ ٧۶٫٠۴۶١ ٧۴٫٣٧۴ ٠٫٢١٠٨ ٠٫٢١۴۶ ١۵ ۵٠
٠٫٠٠۶۴ ٠٫٠٠۶۴ ۴٨٫۶٧٨ ۴٨٫٩١١ ٠٫٢٢٩٣ ٠٫٢٢٧٣ ١٠ ٧٠
٠٫٠٠٢۴ ٠٫٠٠١٨ ١٠١٫۶٠٨ ٩۴٫١٨٠ ٠٫٢٠٧٣ ٠٫٢١٩۵ ٢٠ ٧٠
٠٫٠٠١۴ ٠٫٠٠١۵ ١۴٩٫٩٩٢ ١۴٩٫۴۴۵ ٠٫٢٠۶۶ ٠٫٢٠٧٨ ٣٠ ٧٠
٠٫٠٠٢٣ ٠٫٠٠٢٢ ٩٩٫٨۶۶ ٩٩٫٨٠٣ ٠٫٢١٠۴ ٠٫٢١٠۴ ٢٠ ١٠٠
٠٫٠٠١۴ ٠٫٠٠١۴ ١۴٩٫٩١٧ ١۴٩٫۵۴۵ ٠٫٢٠۶٧ ٠٫٢٠٧۵ ٣٠ ١٠٠
٠٫٠٠٠٨ ٠٫٠٠٠٨ ٢۴٩٫٧٢٣ ٢۴٨٫۶۴٠ ٠٫٢٠۴٢ ٠٫٢٠۴٩ ۵٠ ١٠٠

پژوهش دست آورد های ۴

تحت آیتم های شده ی سپری عمر طول مجموع میانگین طور به مͳ شود دیده ٢ جدول و ١ جدول در که همانگونه
هزینه ͳیعن مͳ باشد کمتر IIنوع پیش رونده سانسور به نسبت یافته تعمیم I نوع آمیخته پیش رونده سانسور در آزمایش
سانسور که مͳ شود دیده برآورد MSE و شده برآورد پارامتر مقدار به توجه با و مͳ دهد کاهش را آزمایش انجام
نتیجه را IIنوع پیش رونده سانسور از استفاده با برآورد خوبی به برآوردهایی یافته تعمیم I نوع آمیخته پیش رونده

١٣



١۴ ح. ترابی، م.، بیات،

پیش از عمرهای طول حداکثر با واحد n-m تعداد مͳ تواند آزمایش انجام روش این اینکه به توجه با لذا مͳ دهد.
ͳنتایج به توجه با همچنین دهد قرار آزمایشΎر اختیار در را شده تعیین پیش از مشاهده تعداد همراه به شده تعیین
نمود. توصیه آزمایشΎران به را یافته“ تعمیم I نوع آمیخته پیش رونده ”سانسور مͳ توان شد استنتاج شبیه سازی از که

مراج΄
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پویا ͳتجمع گذشته آنتروپی

٢ م مشهدی، نژاد عباس ١ ف جباری، موسوی

سبزواری حیم دانشΎاه ،ͳریاض علوم دانشده آمار، گروه

چیده

را آنتروپی این منظور این به دهیم. قرار ͳبررس مورد را پویا ͳتجمع گذشته آنتروپی خواهیم ͳم مقاله این در
های ترتیب کارگیری به با آوریم. ͳم دست به را آن پویای حالت و کنیم ͳم بیان ͳتجمع گذشته ͳنادرست اساس بر

آوریم. ͳم دست به آنتروپی این برای را مفیدی روابط ͳتصادف

خطر نرخ ،ͳتصادف های ترتیب پویا، ͳتجمع گذشته ͳنادرست پویا، ͳتجمع گذشته آنتروپی کلیدی: کلمات
فعال غیر زمان میانگین معکوس،

پیش گفتار ١

آنتروپی را آن و نموده ͳمعرف F (x) ͳتجمع توزیع تابع پایه بر را ͳاطلاع اندازه لانگوباردی(٢٠٠٩)، و کرسنزو دی
شود: ͳم تعریف زیر صورت به و نامیدند (CPE) ͳتجمع گذشته

ε̄(x) = −
∫ ∞

٠
F (x) lnF (x)dx.

و G(x) و F (x) های توزیع تابع دارای ترتیب به و باشند (٠,∞) گاه تکیه با ͳتصادف متغیرهای Y و X کنید فرض
شود: ͳم بیان زیر صورت به CPI ͳتجمع گذشته ͳنادرست گاه آن باشند. Ḡ(X) و F̄ (x) بقای توابع

١farnoshmusavi@yahoo.com
٢m.abbasnejad@hsu.ac.ir
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£H̄X,Y = −
∫ ∞

٠
F (x) lnG(x)dx.

و کرسنزو دی کنند. ͳم بازی اعتماد قابلیت در را ͳمهم نقش عمر، طول توزیع با مرتبط حتمیت عدم های اندازه
متناظر گذشته عمر طول توزیع برای CPI پایه بر را (DCPI) پویا ͳتجمع گذشته آنتروپی ،(٢٠٠٩) لانگوباردی

کردند: پیشنهاد زیر صورت به [X|X ⩽ t] ͳتصادف متغیر با

ε̄(X, t) = −
∫ t

٠

F (x)

F (t)
ln
F (x)

F (t)
dx, t > ٠,

DCPI برای دیΎر نتایج ͳبرخ دادند. قرار ͳبررس و مطالعه مورد را آن های کران و اندازه این ینوایی خواص و
بیابید. (٢٠١٠) هماران و ناوارو در توانید ͳم را

کرد: تعریف زیر صورت به توان ͳم را پویا ͳتجمع گذشته ͳنادرست

£H̄x,y(t) = −
∫ t

٠

F (x)

F (t)
ln
G(x)

G(t)
dx = −

∫ t

٠
Ft(x) lnGt(x)dx, t > ٠,

مورد CPI برای را ها کران و ها ͳویژگ ͳبرخ مقاله این در ٫٠ ⩽ x ⩽ t و Gt(x) =
G(x)
G(t) و Ft(x) =

F (x)
F (t) آن در که

ترتیب با رابطه در CPIتجربی و CPI برای آمده دست به نتایج زمینه در بیشتر مطالعه برای دهیم. ͳم قرار ͳبررس
کنید. مشاهده را (٢٠١٣) لانگوباردی و کرسنزو دی ،ͳتصادف های

گاه آن بپذیرند. است، ͳمتناه b که را [٠, b] مقادیر Y و X ͳتصادف متغیرهای کنید فرض .١ قضيه

(i)£H̄X,Y ⩾ ε̄(x) + (b− E(x))ln(
b− E(x)

b− E(y)
),

(ii)£H̄X,Y ⩾ ε̄(x) + (E(x)− E(y)),

(iii)X ⩽st Y =⇒ £H̄X,Y ⩾ max{ε̄(x), ε̄(y)},

(iv)X ⩾st Y =⇒ £H̄X,Y ⩽ min{ε̄(x), ε̄(y)}.

صورت این در باشند، [٠, b] ͳمتناه گاه تکیه با ͳتصادف متغیرهای Z و Y Xو کنید فرض .٢ قضيه

(i)Y ⩾st Z =⇒ £H̄X,Y ⩾ £H̄X,Z ,

(ii)X ⩾st Y =⇒ £H̄X,Z ⩾ £H̄Y,Z ,

(iii)X ⩾st Z ⩾st Y =⇒ £H̄Y,X ⩾ max{£H̄Y,Z ,£H̄Z,X}.

Y و X از ترکیبی Z کنید فرض و باشند، [٠, b] ͳمتناه گاه تکیه با ͳتصادف متغیرهای Y و X کنید فرض .٣ قضيه
گاه آن Y ⩽st Z و Y ⩽st X (ii) یا Z ⩽st Y و X ⩽st Y (i) اگر باشد.

£H̄Y,X +£H̄Y,Z ⩾ £H̄X,Z .
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١٧ آن کاربردهای و اعتماد قابلیت نظریه سمینار دومین

نمود بیان نیز زیر صورت به را DCPI توان ͳم که کنید توجه

£H̄X,Y = lnG(t)mF (t)−
١

F (t)

∫ t

٠
F (x)lnG(t)dx,

است. x برای فعال غیر زمان میانگین ، mF (t) = E[t− x|x ⩽ t] آن در که
نیست. ینوا ها توزیع همه برای DCPI که دهد ͳم نشان زیر مثال

باشند: زیر های توزیع تابع دارای ترتیب به Y و X کنید فرض .١ مثال

F (x) =


exp{−١

٢ − ١
x} ٠ < x ⩽ ١

exp{−٢ + x٢

٢ } ١ < x ⩽ ٢
١ x ⩾ ٢

و
G(x) =

{
x٢

۴ ٠ < x ⩽ ٢
١ x ⩾ ٢

داریم t ⩾ ٢ ازای به گاه آن
£H̄X,Y (t) = −٢[

∫ ١
٠ exp{١

t −
١
x} ln(

x
t )dx+

∫ ٢
١ exp{ (x٢−t٢)

٢ } ln(xt )dx]

نیست. ینوا £H̄X,Y (t) که مینیم مشاهده نمودار رسم با که
دهیم. قرار ͳبررس مورد را DCPI روی ͳخط تبدیلات اثر خواهیم ͳم حال

داریم: ٠ < b < t و a > ٠ ازای به ،Y و X ͳتصادف متغیر دو برای .۴ قضيه
£H̄aX+b,aY+b(t) = a£H̄X,Y (

t−b
a ).

داریم t ⩾ ٠ ، Y و X ͳنامنف ͳتصادف متغیر دو برای .۵ قضيه

(i)£H̄X,Y (t) ⩾ ε̄(X, t) +mF (t) ln(
mF (t)

mG(t)
),

(ii)£H̄X,Y (t) ⩾ ε̄(X, t) + (mF (t)−mG(t)),

(iii)X ⩽rh Y =⇒ £H̄x,y(t) ⩽ min{ε̄(X, t), ε̄(Y, t)},

(iv)X ⩽rh Y =⇒ £H̄x,y(t) ⩾ max{ε̄(X, t), ε̄(Y, t)}.

داریم t ⩾ ٠ ازای به گاه آن باشند. ͳنامنف ͳتصادف متغیرهای Z و Y و X کنید فرض .۶ قضيه

(i)Y ⩾rh Z =⇒ £H̄X,Y (t) ⩾ £H̄X,Z(t),

(ii)X ⩾rh Y =⇒ £H̄X,Z(t) ⩽ £H̄Y,Z(t),

(iii)X ⩾rh Z ⩾rh Y =⇒ £H̄Y,X(t) ⩾ max{£H̄Y,Z(t),£H̄Z,X(t)}.
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گاه آن کنند. ͳم صدق متناسب معکوس مخاطره مدل در که باشند ͳتصادف متغیرهای Y و X کنید فرض .٧ قضيه

£H̄X,Y (t) = θ.ε̄(X, t), t ⩾ ٠.

(٢٠٠٧) گوپتا و گوپتا ،(٢٠٠٠) کرسنزو دی به توانید ͳم متناسب مخاطره نرخ مورد در بیشتر مطالعه برای
کنید. مراجعه (٢٠٠٨) کلژٰا و سانکاران و

Y ⩽rh X (ii) یا Z ⩽rh Y و X ⩽rh Y (i) اگر باشند. ͳنامنف ͳتصادف متغیرهای Z و Y و X کنید فرض .٨ قضيه
گاه آن Y ⩽rh Z و

£H̄X,Y (t) +£H̄Y,Z(t) ⩾ £H̄X,Z(t), t > ٠.

مراج΄
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سانسور داده های برای شل‐مقیاس پایای برازش نیویی آزمون دو
چپ شده ی

٣ م س. ،ͳمیرحسین ٢ ح ترابی، ١ س خدادوستان،

یزد دانشΎاه ،ͳریاض دانشده آمار، گروه

چیده

نمونه Έی و نمͳ شوند ثبت مشاهدات ͳتمام بازدارنده، عوامل وجود به دلیل ͳگاه عمر، طول آزمون  Έی در
دوم نوع شده ی سانسور داده های به چپ شده ی سانسور داده های مقاله این در مͳ آید. به دست چپ شده سانسور
شده پیشنهاد دوم نوع شده ی سانسور داده های برای که برازش نیویی آزمون دو تبدیل، این با مͳ شوند. تبدیل
نمونه های حجم برای آزمون ها توان و ͳبحران مقادیر همچنین مͳ شود. گرفته به کار نیز چپ سانسور برای است،

مͳ شوند. مقایسه و محاسبه مختلف

شل‐مقیاس پایای تلفیق شده، درستنمایی نسبت آزمون  چپ، سانسور برازش، نیویی آزمون کلیدی: کلمات

مقدمه ١
با فرضیه ای آزمون باشد؛ FT ͳتجمع توزیع تابع با مطلق پیوسته ی ͳتصادف متغیر Έی T شست زمان کنید فرض

صفر فرضیه

H٠ : FT (t) = F٠((
t

θ
)ν), ∀t ∈, (١)

١sattar.kh.69@gmail.com
٢htorabi@yazd.ac.ir
٣
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شل و مقیاس نامعلوم پارامترهای ν > ٠ و θ > ٠ و مشخص کاملا̈ ͳتجمع توزیع تابع Έی F٠ تابع که است نظر مد
سپس کرد. ارائه کامل داده های برای درستنمایی نسبت اساس بر برازش نیویی آزمون دو [۴] ژانگ ابتدا هستند.
برای دوم نوع شده ی سانسور داده های تحت را  آن ها و دادند تعمیم را آزمون ها این هماران و [٢] بΊ دوناویسیس
استفاده قابلیت آزمون ها این آیا که است این مͳ شود مطرح که ͳسوال حال کردند. پیشنهاد (١) فرضیه ی آزمون
داده های به را چپ شده ی سانسور داده های مقاله، این در است. مثبت پاس دارند؟ را چپ سانسور داده های برای
شده ی سانسور داده های برای که آزمون هایی ،ͳحالت چنین در که است روشن مͳ کنیم. تبدیل دوم نوع شده ی سانسور
مͳ شوند؛ ͳمعرف آزمون هایی چنین از نمونه دو هستند. استفاده قابل نیز چپ سانسور تحت شدند، پیشنهاد دوم نوع
و محاسبه مͳ شود آزمون لΊ نرمال توزیع برابر در وایبول توزیع که ͳزمان آزمون ها این توان و ͳبحران مقادیر سپس

مͳ شوند. مقایسه

چپ سانسور ٢

از آزمایش ابتدای در واحد r تعداد واحدها، این از دارند. قرار عمر طول آزمون Έی در ͳآزمایش واحد n کنید فرض
Έی Tn:n،...،Tr+١:n ͳتصادف متغیرهای به حالت این در نداریم. ͳگاه آ واحدها این عمر طول از و است افتاده  کار
آزمون Έی در است ممن همچنین است. شست iامین رخداد زمان Ti:n که گویند چپ شده ی سانسور نمونه ی
نمونه ی Έی Tr:n،...،T١:n متغیرهای حالت این در دهد. رخ شست rامین که ادامه یابد ͳزمان تا آزمایش عمر، طول
متغیرهای کنید فرض شود. مراجعه [٣] مرج΄ به زمینه این در بیشتر اطلاعات برای هستند. دوم نوع شده ی سانسور
.Ti ∼ F٠((

t
θ )

ν), i = ١, ..., n ،H٠ فرضیه ی تحت که باشد FT توزیع از ͳتصادف نمونه ی Έی Tn،...،T١ ͳتصادف
باشند: زیر به صورت Ṽi ͳتصادف متغیرهای کنید فرض

Ṽi = F٠((
Ti
θ
)ν), i = ١, ..., n.

داریم: FT توزیع بودن پیوسته به توجه با

Ṽi
d
=F٠((

Ti
θ
)ν) ∼ U(٠,١), i = ١, ..., n. (٢)

که مͳ دانیم همچنین

Ṽi:n
d
=F٠((

Ti:n
θ

)ν) ∼ Beta(i, n− i+ ١), i = ١, ..., n. (٣)

نوشت: مͳ توان (٢) و (١) روابط نیز و Tiها بودن هم توزیع و استقلال بنابر اکنون

(Ṽ١:n, ..., Ṽr+١:n, ..., Ṽn:n)
d
=(١ − Ṽn:n, ...,١ − Ṽr+١:n, ...,١ − Ṽ١:n). (۴)

داریم: (٣) رابطه راست سمت اول عنصر n− r انتخاب با

١ − Ṽn:n < ... < ١ − Ṽr+١:n,

١ − F٠((
Tn:n
θ

)ν) < ... < ١ − F٠((
Tr+١:n

θ
)ν). (۵)

نمونه ی Έی که گفت مͳ توان واق΄ در مͳ دهد. نشان را نمونه Έی اول شده ی مرتب عنصر n − r ،(۴) رابطه ی
هستند. [١] مرج΄ از برگرفته قسمت این مطالب داریم. اختیار در دوم نوع شده ی سانسور
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٢١ آن کاربردهای و اعتماد قابلیت نظریه سمینار دومین

آزمون آماره های پایایی ٣
مان پارامترهای به نسبت آزمون آماره های پایایی مͳ شود. پرداخته مهم بسیار قضیه ای اثبات و بیان به بخش این در
ماکسیمم برآوردگرهای ν̂ و θ̂ کنید فرض چپ، سانسور طرح در است. توجیه قابل قضیه این به توجه با مقیاس و

مͳ کنند: ماکسیمم را زیر درستنمایی تابع که باشند ν و θ درستنمایی

ℓ(θ, ν) = logC + (n− r) log ν − ν(n− r) log θ + (ν − ١)
n∑

i=r+١
log(ti:n)

+

n∑
i=r+١

log f٠((
ti:n
θ

)ν) + r log[F٠((
ti:n
θ

)ν)]. (۶)

ͳتصادف متغیر تا مͳ دهیم قرار Ṽi:n ͳتصادف متغیر در را ν̂ و θ̂ برآوردگرهای

Vi:n = F٠

(
(
Ti:n

θ̂
)ν̂
)
,

شود. حاصل

ندارد. ͳبستگ ͳنامعلوم پارامتر هیچ به صفر فرضیه ی تحت (Vr+١:n, ..., Vn:n)
T ͳتصادف بردار توزیع .١ قضيه

مشتق گیری و yi:n = ( ti:n
θ̂
)ν̂ دادن قرار با نیست. نیاز ν̂ و θ̂ برآوردگرهای آوردن به دست قضیه اثبات روند در برهان.

مͳ شوند: حاصل زیر به صورت درستنمایی معادلات ،(۵) رابطه ی از

−(n− r)−
n∑

i=r+١
yi:n

f
′

٠(yi:n)

f٠(yi:n)
− ryr+١:n

f٠(yr+١:n)

F٠(yr+١:n)
= ٠,

(n− r) +

n∑
i=r+١

log(yi:n) +

n∑
i=r+١

yi:n log(yi:n)

(
f

′

٠(yi:n)

f٠(yi:n)

+(ryr+١:n log(yr+١:n)

)
f٠(yr+١:n)

F٠(yr+١:n)
= ٠, (٧)

که
ỹi:n = (

ti:n
θ

)ν , i = r + ١, ..., n.

در ν̂ و θ̂ برآوردگرهای که مͳ دانیم مͳ کنیم. نگاه  ̃Yi:n = (Ti:n

θ )ν  ͳتصادف متغیر از ͳتابع چشم به (٧) معادلات به
توزیع است. F٠ توزیع دارای Ỹi =

(
Ti

θ

)ν ͳتصادف متغیر H٠ فرضیه ی تحت مͳ کنند. صدق (٧) معادلات دستگاه
،Ỹn:n،...،Ỹr+١:n به صورت نمونه این ترتیبی آماره های و هستند F٠ توزیع تابع دارای که Ỹn،...،Ỹr+١ ͳتصادف نمونه ی
ν̂
ν ͳتصادف متغیرهای که گرفت نتیجه مͳ توان Yi:n = ( θ

θ̂
)ν̂ Ỹ

ν̂
ν
i:n برابری از ندارند. ͳبستگ ͳنامعلوم پارامتر هیچ به

توزیع بنابراین هستند. Ỹn:n،...،Ỹr+١:n ͳتصادف متغیرهای از ͳتابع و مͳ کنند صدق معادلات دستگاه در
(

θ

θ̂

)ν̂
و

اثبات Vi:n = F٠(Yi:n) برابری گرفتن نظر در با نیست. وابسته ͳنامعلوم پارامتر به (Yr+١:n, ..., Yn:n)
T ͳتصادف بردار

مͳ شود. تمام قضیه

٢١



٢٢ م. س. ،ͳمیرحسین ح.، ترابی، س.، خدادوستان،

توسط که آزمون آماره ی اولین در را حاصل داده ها ی و دهیم قرار (۴) رابطه ی در را ν̂ و θ̂ برآوردگرهای اگر
به صورت تلفیق شده درستنمایی نسبت آزمون آماره ی اولین کنیم، جایΎذاری شد پیشنهاد هماران و بΊ دوناویسیس

مͳ آید: به دست زیر

ILR
(١)
n−r:n = ٢n

n−r−١∑
i=١

(
١

n− i+ ٠٫۵ log
i− ٠٫۵

n(١ − Vn−i+١:n)

+
١

i− ٠٫۵ log
n− i+ ٠٫۵
n(Vn−i+١:n)

)

+
٢n

(n− r − ٠٫۵)(r + ٠٫۵) log
In−r−٠٫۵

n
(n− r, r + ١)

I١−Vr+١:n(n− r, r + ١) .

هیچ به آن توزیع بنابراین است، (Vr+١:n, ..., Vn:n)
T ͳتصادف بردار از ͳتابع ILR(١)

n−r:n آزمون آماره ی .١ نتیجه
ندارد. ͳبستگ ͳنامعلوم پارامتر

ILR
(١)
n−r:n(α) آن، در که مͳ شود H٠ فرضیه ی رد باعث ،ILR(١)

n−r:n > ILR
(١)
n−r:n(α) ͳیعن آماره، بزرگ مقادیر

داده ها ی جایΎذاری و (۴) رابطه ی در ν̂ و θ̂ برآوردگرهای دادن قرار با همچنین است. آماره αام مرتبه ی چندک
به صورت تلفیق شده درستنمایی نسبت آزمون دومین هماران، و بΊ دوناویسیس آزمون آماره ی دومین در حاصل

مͳ شود: نتیجه زیر

ILR
(٢)
n−r:n = n log٢(Vr+١:n) + ٢n

∞∑
l=١

١ − V l
r+١:n

l٢

+

n−r−١∑
i=١

log٢ ١ − Vn−i+١:n

Vn−i+١:n
− (n− r − ١) log٢ ١ − Vr+١:n

Vr+١:n

−٢
n−r−١∑
i=١

[
i log

i

n− i
− (i− ١) log i− ١

n− i+ ١ + n log
n− i

n− i+ ١

]
× log

١ − Vn−i+١:n

Vn−i+١:n

+٢
[
(n− r − ١) log n− r − ١

r + ١ + n log
r + ١
n

]
log

١ − Vr+١:n

Vr+١:n
.

ͳبحران مقادیر و توزیع تابع بنابراین است، (Vr+١:n, ..., Vn:n)
T ͳتصادف بردار از ͳتابع ILR(٢)

n−r:n آماره ی .٢ نتیجه
ندارد. ͳبستگ ͳنامعلوم پارامتر هیچ به آن

ILR
(٢)
n−r:n(α) آن، در که مͳ شود H٠ فرضیه ی رد باعث ،ILR(٢)

n−r:n > ILR
(٢)
n−r:n(α) ͳیعن آماره، بزرگ مقادیر

است. آماره αام مرتبه ی چندک

توان و ͳبحران مقادیر ۴
ازای به مقادیر این است. شده ارائه جدول سه در آزمون هر توان و شده شبیه سازی ͳبحران مقادیر بخش این در
به شبیه سازی پایه ی بر آزمون توان و ͳبحران مقادیر است. آمده به دست %١٠ و %۵ سطوح در و n مختلف مقادیر
توزیع که ͳزمان آزمون دو هر توان مͳ دهد. نشان را سانسور نسبت p کمیت است. آمده به دست بار ٢٠٠٠٠ تعداد
دو هر در مͳ شود مشاهده که گونه همان است. شده آورده ٣ جدول در مͳ شود آزمون لΊ نرمال مقابل در وایبول
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٢٣ آن کاربردهای و اعتماد قابلیت نظریه سمینار دومین

و است هم به شبیه بسیار سانسور حالت دو هر در آزمون ها توان مͳ یابد. افزایش توان نمونه حجم افزایش با آزمون 
داده ها از بیشتری تعداد که ͳحالت در آزمون ها توان همچنین مͳ شود. مشاهده  n = نمونه ۵٠ حجم در تفاوت، تنها
دو هر در که است این توجه قابل نکته ی مͳ رسد. به نظر ͳمنطق امر این و مͳ یابد کاهش ͳاندک نمͳ شوند مشاهده

دارند. ͳکم بسیار تفاوت آزمون ها توان سانسور، از حجم

وایبول. توزیع تحت n مختلف مقادیر ازای به ١٠%؛ و %۵ سطوح در ILR
(١)
n−r:n طرفه Έی آزمون شده شبیه سازی ͳبحران مقادیر :١ جدول

n

p α ۴٠ ۵٠ ۶٠ ٨٠ ١٠٠ ١۵٠ ٢٠٠
٠٫٩ ٠٫١ ۴٫٧۶٠ ۵٫١۴۴ ۵٫۶١٧ ۶٫٠۴۵ ۶٫٧٣١ ٧٫۵٢۵ ٨٫۴٠٣

٠٫٠۵ ۵٫٨۵۶ ۶٫٣٧١ ۶٫٨٧٢ ٧٫۶٠۴ ٧٫٩٧۵ ٩٫١۴٨ ٩٫٩٢٢
٠٫٧۵ ٠٫١ ۶٫٧٧٢ ٧٫۵٩١ ٨٫۶۴۶ ١٠٫٣۵۴ ١٢٫٠۶۵ ١۵٫٣٩۴ ١٩٫۶٨٨

٠٫٠۵ ٧٫٧۵٨ ٨٫۵۵٩ ٩٫٨٧١ ١١٫٧٣۵ ١٣٫۴٣٧ ١۶٫۵۵۴ ٢١٫٣٧۴

وایبول. توزیع تحت n مختلف مقادیر ازای به ١٠%؛ و %۵ سطوح در ILR
(٢)
n−r:n طرفه Έی آزمون شده شبیه سازی ͳبحران مقادیر :٢ جدول

n

p α ۴٠ ۵٠ ۶٠ ٨٠ ١٠٠ ١۵٠ ٢٠٠
٠٫٩ ٠٫١ ۶٫۶٨٣ ۶٫٧۴٨ ٧٫٠٨۴ ٧٫٣٧۴ ٧٫۶٣۶ ٨٫١۴٣ ٨٫۶٢٣

٠٫٠۵ ٧٫٩٧٨ ٨٫١١١ ٨٫۴٨٢ ٨٫٨٢٨ ٩٫٠۵۶ ٩٫٨٣٠ ١٠٫۴٢٩
٠٫٧۵ ٠٫١ ۵٫٢٩١ ۶٫۴٧٩ ۵٫٧۶۵ ۶٫٢٧٣ ۶٫۶۴٢ ٧٫۶٧٠ ٨٫٣٩١

٠٫٠۵ ۶٫٢۵٧ ٧٫٣٨۵ ۶٫٩۵١ ٧٫۵۴٢ ٧٫٩۶٩ ٩٫۵۶۶ ٩٫٣٣٨

LN(٠, ۵) لΊ نرمال توزیع مقابل در وایبول توزیع برای %۵ سط در مختلف آزمون های توان های :٣ جدول
n

p آزمون ۴٠ ۵٠ ۶٠ ٨٠ ١٠٠ ١۵٠ ٢٠٠
٠٫٩ ILR

(١)
r:n ٠٫٩٣٣ ٠٫٩٧۶ ٠٫٩٩٣ ٠٫٩٩٩ ١ ١ ١

ILR
(٢)
r:n ٠٫٩٢٨ ٠٫٩٧٣ ٠٫٩٩٢ ٠٫٩٩٩ ١ ١ ١

٠٫٧۵ ILR
(١)
r:n ٠٫٩٣٠ ٠٫٨٨٩ ٠٫٩٩٢ ٠٫٩٩٩ ١ ١ ١

ILR
(٢)
r:n ٠٫٩٢٨ ٠٫٨٨۴ ٠٫٩٩٢ ٠٫٩٩٩ ١ ١ ١
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ͳکاماراسوام توزیع از استفاده با رادار سیستم اطمینان قابلیت ارزیابی

٣ ص لو، خدابنده ٢ ف مهدیون، ١ ع ،ͳرسول

زنجان دانشΎاه ، علوم دانشده آمار، گروه

چیده
قابلیت اطمینان بهبود و ͳبررس هدف مقاله، این در است. سیستم Έی ͳطراح برای ͳاصل معیار اطمینان یا ͳبایمن
مؤلفه سه شامل ، است مشهور رادار سیستم به که سیستم این است. موازی و سری سیستم های از ترکیبی مبنای بر
بر سیستم قابلیت اطمینان تابع . است گرفته قرار سیستم در سری طور به دیΎری و موازی آن تای دو که است
در با سیستم اطمینان قابلیت افزایش برای بهبود روش سه از سپس است. گردیده مطالعه ͳکاماراسوام توزیع مبنای
و کرده محاسبه را مورد نظر اعتماد قابلیت معادلات مͳ کنیم. استفاده مؤلفه ها از مختلف مجموعه های نظرگرفتن
مثال های اساس بر را گیری نتیجه پایان در ایم. گرفته Έکم داده ها تحلیل از بهبود روش های کردن مقایسه برای

داده       ایم. انجام عددی

رادار سیستم ، موازی و سری مؤلفه ی ،ͳکاماراسوام توزیع بهبود، روش اطمینان، قابلیت کلیدی: کلمات

پیش گفتار ١
بنابراین باشند. بالاتری اطمینان قابلیت سط دارای که است جدیدی سیستم های نیازمند امروزه جهان، ͳکنون صنعت
قابلیت تحلیل روش         های شود. توجه آن ͳایمن یا سیستم اطمینان موضوع به باید اطمینان قابلیت نظریه ی ابتدای در
ͳغیرنظام و ͳانیم ،ͳترونیال ͳمهندس شامل منابع از ͳوسیع سط در سیستم عملرد ارزیابی در آماری اطمینان
لحاظ از (٠،١) بازه در ͳمتناه متغیر دامنه با پذیر انعطاف توزیع Έی عنوان به ͳکاماراسوام توزیع دارد. کاربرد

١rasouli@znu.ac.ir
٢f.mahdioun@znu.ac.ir
٣s.khodabandeh@znu.ac.ir
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در [۴ ،٣ ،٢] منابع به توجه با گیرد. قرار توجه مورد اطمینان قابلیت مباحث در مͳ تواند مولفه Έی عملرد درصد
میزان بهبود برای هم چنین . پردازیم ͳم رادار سیستم اطمینان قابلیت محاسبه ی به توزیع این از استفاده با مقاله این

مͳ شود: بیان زیر در اختصار به که مͳ کنیم استفاده بهبود روش سه از اعتماد قابلیت
کاهش ،٠ < ρ < ١ که ρ کاهش عامل Έی ضرب با مؤلفه ها شست احتمال روش این در کاهش: روش ‐١

مͳ یابند.
ͳیعن شد خواهد تکرار گرم سیستم مؤلفه های از شده انتخاب زیرمجموعه ی روش این در گرم: تکرار روش ‐٢

مͳ شود. اضافه مؤلفه آن به موازی صورت به سیستم بهبود برای شده انتخاب مؤلفه ی
افزودن برای سیستم در سوئیچ Έی از استفاده در گرم تکرار روش و روش این بین تفاوت سرد: تکرار روش ‐٣
روش در که است ͳحال در این بیفتد. کار از ͳاصل مؤلفه ی که شد خواهد فعال ͳزمان مؤلفه این که مͳ باشد مؤلفه

[۵ ،١] مͳ     شود. فعال و گرفته قرار سیستم در مستقیماً جدید مؤلفه ی گرم تکرار
اطمینان قابلیت تابع سوم بخش در است. گردیده ارائه ͳکاماراسوام توزیع مبنای بر اطمینان قابلیت تابع دوم بخش در
کرد خواهیم بیان را مفروض مقادیر از استفاده با داده تحلیل چهارم بخش در مͳ شود. ͳبازنویس سیستم بهبودیافته

مͳ گیرد. انجام داده ها تحلیل براساس نتیجه گیری ͳپایان بخش در و

پایه پیچیده سیستم اعتماد قابلیت تابع ٢

توزیع از سیستم مؤلفه ی Έی ( زمان گذشت با سیستم عملرد درصد اینجا، (در طول عمر متغیر T کنید فرض
مͳ کند: پیروی زیر توزیع و احتمال ͳالΎچ تابع با ،ͳکاماراسوام

f(t) = abta(١ − ta)b−١,٠ < t < ١

F (t) = ١ − (١ − ta)b.

از است عبارت ترتیب به مذکور مولفه مخاطره نرخ تابع و اعتماد قابلیت همچنین

R(t) = p(T > t) = (١ − ta)b,

h(t) =
abta

(١ − ta)
.

است: توجه مورد زیر سیستم کنید فرض حال

روش هر برای مختلف مجموعه چهار از استفاده با مذکور سیستم اطمینان قابلیت توابع یافتن برای زیر بخش های زیر
عبارتنداز: ها مجموعه این که مͳ یابد اختصاص بهبود

A١ = {١}, A٢ = {٢}, A٣ = {١,٢}, A۴ = {٢,٣}.
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٢٧ آن کاربردهای و اعتماد قابلیت نظریه سمینار دومین

رادار) (سیستم پایه پیچیده ی سیستم :١ شل

اطمینان قابلیت بهبود های روش ٣
١ (RD) کاهش روش الف)

مͳ    شود. ضرب است، ٠ < ρ < ١ که ρ عامل در مؤلفه ها از مجموعه هر از شست پارامترهای روش این در
اطمینان قابلیت تابع آن گاه باشد، شده انتخاب اطمینان قابلیت بهبود برای A١ = {١} مجموعه ی اگر مثال عنوان به

بود: خواهد زیر صورت به یافته بهبود سیستم

Rρ
A١
(t) = Rρ

١(t)[R٢(t) +R٣(t)−R٢(t)R٣(t)]

= (١ − ta)b١ρ[(١ − ta)b٢ + (١ − ta)b٣ − (١ − ta)b٢+b٣ ],

اطمینان قابلیت توابع به ترتیب R٣(t) و R٢(t) هم چنین و است کاهش مؤلفه ی اطمینان قابلیت تابع Rρ
١(t) آن در که

به صورت یافته بهبود سیستم A٢ = {٢} دوم مجموعه ی زیر گرفتن نظر در با مͳ باشند. ٣ و ٢ مؤلفه های ͳاصل
مؤلفه های از ترکیبی به ترتیب که A۴ = {٢,٣} و A٣ = {١,٢} مجموعه های برای نهایت در و مͳ شود بیان Rρ

A٢
(t)

بود: خواهد زیر به صورت هستند، ٣ و ٢ نیز و ٢ و ١

Rρ
A٢
(t) = R١(t)[R

ρ
٢(t) +R٣(t)−Rρ

٢(t)R٣(t)]

= (١ − ta)b١ [(١ − ta)ρb٢ + (١ − ta)b٣ − (١ − ta)ρb٢+b٣ ],

Rρ
A٣
(t) = Rρ

١(t)[R
ρ
٢(t) +R٣(t)−Rρ

٢(t)R٣(t)]

= (١ − ta)ρb١ [(١ − ta)ρb٢ + (١ − ta)b٣ − (١ − ta)ρb٢+b٣ ],

Rρ
A۴
(t) = R١(t)[R

ρ
٢(t) +Rρ

٣(t)−Rρ
٢(t)R

ρ
٣(t)]

= (١ − ta)b١ [(١ − ta)ρb٢ + (١ − ta)ρb٣ − (١ − ta)ρ(b٢+b٣)].

١Reduction Method
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٢ (WDM) گرم تکرار روش ب)
محاسبه را یافته بهبود سیستم اطمینان قابلیت تابع مؤلفه ها از مختلف مجموعه های از استفاده با روش این در

مͳ شود: حاصل زیر صورت به ترتیب به اطمینان قابلیت تابع A۴ و A٣ ، A٢ ،A١ های مجموعه اساس بر مͳ کنیم

RW
A١
(t) = R١(t)(٢ −R١(t))[R٢(t) +R٣(t)−R٢(t)R٣(t)]

= (١ − ta)b٢)١ − (١ − ta)b١)

× [(١ − ta)b٢ + (١ − ta)b٣ − (١ − ta)b٢+b٣ ],

RW
A٢
(t) = R١(t)[R٣(t) +R٢(t)(٢ −R٢(t))(١ −R٣(t)]

= (١ − ta)b١

× [(١ − ta)b٣ + (١ − ta)b٢)٢ − (١ − ta)b١)(٢ − ta)b٣ ],

RW
A٣
(t) = R١(t)(٢ −R١(t))[R٣(t) +R٢(t)(٢ −R٢(t))(١ −R٣(t)]

= (١ − ta)b٢)١ − (١ − ta)b١)

× [(١ − ta)b٣ + (١ − ta)b٢)٢ − (١ − ta)b١)(٢ − (١ − ta)b٣)],

RW
A۴
(t) = R١(t)[R٣(t)(٢ −R٣(t)) +R٢(t)(٢ −R٢(t))(١ −R٣(t)(٢ −R٣(t)))]

= (١ − ta)b١ [(١ − ta)b٢)٣ − (١ − ta)b٣)]

+ (١ − ta)b١ [(١ − ta)b٢)٢ − (١ − ta)b١)(٢ − (١ − ta)b٢)٣ − (١ − ta)b٣)].

٣ (CDM) سرد تکرار ج)روش
قابلیت بهبود برای مؤلفه ها از مختلف مجموعه ی چهار گرفتن نظر در با گرم تکرار روش همانند نیز روش این در

مͳ آید: بدست زیر صورت به اطمینان قابلیت توابع سیستم، اطمینان

Rc
A١
(t) = AR١(t)[R٢(t) +R٣(t)−R٢(t)R٣(t)]

= A(١ − ta)b١ [(١ − ta)b٢ + (١ − ta)b٣ − (١ − ta)b٢+b٣ ],

٢Warm Duplication Method
٣Cold Duplication Method
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٢٩ آن کاربردهای و اعتماد قابلیت نظریه سمینار دومین

Rc
A٢
(t) = R١(t)[BR٢(t)(١ −R٣(t)) +R٣(t)]

= (١ − ta)b١ [B(١ − ta)b١)٢ − (١ − ta)b٣) + (١ − ta)b٣)],

Rc
A٣
(t) = AR١(t)[BR٢(t)(١ −R٣(t)) +R٣(t)]

= A(١ − ta)b١ [B(١ − ta)b١)٢ − (١ − ta)b٣) + (١ − ta)b٣ ],

Rc
A۴
(t) = R١(t)[BR٢(t) + CR٣(t)−BCR٢(t)R٣(t)]

= (١ − ta)b١ [B(١ − ta)b٢ + C(١ − ta)b٣ −BC(١ − ta)b٢+b٣ ].

صورت: به (١ − ta)b برای نیوتن بسط از استفاده با که

(١ − ta)b =
∞∑
j=٠

(
b

j

)
(−١)j(ta)j ,

از: عبارتند C و B ،A مقادیر

A = (١ + b١t
a),

B = (١ + b٢t
a),

C = (١ + b٣t
a).

قابلیت سوئیچ این وجود با و مͳ باشد سیستم در سوئیچ Έی از استفاده در گرم تکرار روش با روش این تفاوت تنها
مͳ گیرد. قرار تأثیر تحت سیستم اطمینان

بهبود روش های بر اساس مشاهدات تحلیل ۴
و A۴، A٣، A٢، A١ مجموعه ی چهار گرفتن نظر در با کاهش روشهای اساس بر مشاهدات تحلیل به بخش این در

است: زیر صورت به حاصله شل ρ = ٠٫٢ و b٣ = ٠٫۴، b١ = ٠٫٢، a = ٢، b٢ = ٠٫٣

در به ترتیب A٣ و A۴ ،A٢ مجموعه های آن از بعد و دارد را اطمینان قابلیت سط بهترین A١ مجموعه ی شل طبق
A٣ اطمینان قابلیت سطوح ،ͳاصل سیستم با مقایسه در که دید میتوان همچنین مͳ گیرند. قرار بعدی جایΎاه های
مͳ کند. میل صفر به t = ١ در ͳمعمول روش نیز و مجموعه ها اطمینان قابلیت سطوح تمام سرانجام باشد. ͳم کمتر

شست پارامترهای گرفتن نظر در با بخش این در را اطمینان قابلیت بهبود برای مختلف کاهش عوامل حال
مͳ دهیم. قرار ͳبررس مورد b٣ = ٠٫۴ و b٢ = ٠٫٣، b١ = ٠٫٢، a = ٢ به صورت
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٣٠ ص. لو، خدابنده ف.، مهدیون، ع.، ،ͳرسول

کاهش روش :٢ شل

A٣ مجموعه ی برای مثال به عنوان ρ٣ = و٠٫٨ ρ٢ = ٠٫۵ ،ρ١ = ٠٫٢ مختلف کاهش عوامل گرفتن نظر در با
مͳ آید: به دست زیر به صورت نمودار

مختلف کاهش عوامل :٣ شل

،ρ٢ = ٠٫۵ به ترتیب آن از بعد و مͳ باشد دارا را سط بهترین ρ١ = ٠٫٢ با کاهش روش نمودار، به توجه با
مͳ گیرند. قرار بعدی جایΎاه های در ͳمعمول روش و ρ٣ = ٠٫٨

A١ مؤلفه ی Έی تنها از استفاده با شده یاد سیستم اطمینان قابلیت بهبود برای مختلف بهبود روش های نیز ادامه در
است: زیر صورت به حاصله شل که است شده گرفته نظر در ρ = ٠٫۵ فرض و

(t = (حداکثر١ ͳزمان دوره این در و است دارا را اطمینان قابلیت سط بهترین گرم روش فوق نمودار به توجه با
برخوردارند. سوم و دوم اطمینان قابلیت سطوح از به ترتیب کاهش روش و سرد تکرار روش
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٣١ آن کاربردهای و اعتماد قابلیت نظریه سمینار دومین

مختلف بهبود روش های :۴ شل

نتیجه گیری ۵
تکرار روش کاهش، روش شامل بهبود روش سه از استفاده با سیستم Έی اطمینان قابلیت تابع محاسبه مقاله این در
نشان دهنده ی که شد ͳبررس عمر طول توزیع عنوان به ͳکاماراسوام توزیع گرفتن نظر در با سرد تکرار روش و گرم
هم چنین است. موارد تمام در اولیه سیستم اطمینان قابلیت به نسبت یافته بهبود سیستم اطمینان قابلیت بودن بالاتر

باشد. ͳم سرد تکرار روش از بهتر سیستم اطمینان قابلیت گرم تکرار روش در که شد داده نشان
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روش از استفاده با نمایی  شده وایبل توزیع در اعتماد قابلیت برآورد
خودگردان گیری بازنمونه

٢ ف پور، قربان ١ س حیدری،

تهران نور پیام دانشΎاه ،ͳریاض علوم دانشده آمار، گروه ١

طباطبایی علامه دانشΎاه آمار، و ͳریاض علوم دانشده آمار، گروه ٢

چیده
است.دیدگاه جامعه ویژگیهای استنتاج و ها داده از اطلاعات حداکثر استخراج آماری تحلیل ͳاصل موضوع
عموما نیز ای نمونه توزیع برآورد است. ممن غیر ͳگاه، واریانس ویژه به دقت های اندازه برآورد برای ͳسنت
به دستیابی گیری، بازنمونه دارد.روش های اعتبار بزرگ نمونه حجم برای بنابراین و است حدی قضایای بر ͳمبتن
است استرپ بوت روش بازنمونه گیری های روش میسازند.ازجمله میسر ͳسنت دیدگاه ضعف های بدون را بالا هدف

است. شده ارائه ١٩٧٩ سال در افرون توسط که

بقا تحلیل تنش‐مقاومت، مدل استرپ، بوت کلیدی: کلمات

پیش گفتار ١
بر روش این کرد. ارائه آماره ها نمونه ای توزیع و دقت اندازه برآورد برای را استرپ بوت روش ١٩٧٩ سال در افرون
است. یافته ͳفراوان گسترش کامپیوتر از استفاده با اخیر سال چند در که است[١] داده ها از بازنمونه گیری ایده اساس
است.کامپیوترها یافته تغییر استفاده مورد ابزار تنها ، هستند آمار ͳسنت مسایل همان استرپ بوت ͳبررس تحت مباحث
متد Έی استراپ بوت آمار در میسازند. ممن ͳریاض فرضیات حداقل با و آسان سریع، انعطاف، قابل را مباحث این
ساده ͳخیل روش Έی با تنها Έتکنی این در نمونه داده تخمینهای به دقت معیار دادن نسبت برای است کامپیوتری
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٣٣ آن کاربردهای و اعتماد قابلیت نظریه سمینار دومین

گیری بازنمونه روشهای از روش این ͳعموم طور زد.به تخمین را نمونه های داده توزیع از ای آماره هر تقریبا میتوان
تقریبی توزیع Έی از استفاده با را واریانس مانند برآوردگر Έی ویژگیهای واق΄ در استراپ آید.بوت ͳم حساب به
شده مشاهده های داد تجربی توزیع تقریبی، توزیع برای استاندارد انتخاب Έمیزند.ی تخمین نمونه های داده کل از
توزیع مساوی طور به و توزیع هم و مستقل ͳجمعیت از ها مشاهده از ای مجموعه کرد فرض بتوان که ͳحالت در است.
واق΄ در ها بازنمونه این از کدام هر که شود سازی پیاده نمونه باز تعدادی ساخت با میتواند استراپ بوت هستند، شده
ساخت در میتوان استراپ بوت از همچنین هستند. ͳاصل های داده مجموعه از جایΎذاری با ͳتصادف های نمونه
های فرض پایه بر ͳاستنباط های متد برای ͳزینΎجای عنوان به معمولا روش این از کرد. استفاده آماری فرض آزمون
باشد غیرممن پارامتری استنباط که مواردی در یا باشیم داشته Έش ها فرض این مورد در که ͳهنگام پارامتری
بزرگ فایده Έی میشود. استفاده استراپ بوت از شود پیچیده ͳمحاسبات فرمول استاندارد، خطای محاسبه برای یا
پیچیده برآوردگرهای برای اطمینان بازه و استاندارد خطای تخمین برای روش این است. آن ͳسادگ استراپ بوت
برای مناسبی روش علاوه به میباشد ساده بسیار ͳهمبستگ ضرایب و نسبتها ،ͳصدک های نقطه مثل توزیع پارامترهای

است. نتایج پایداری ͳبررس و کنترل

دار رتبه ای مجموعه گیری نمونه و ساده ͳتصادف گیری نمونه ٢

ساده ͳتصادف گیری نمونه ٢ . ١

است ساده ͳتصادف گیری نمونه رود، ͳم بار اطلاعات ́ آوری جم برای که گیری نمونه در متداول روشهای از ͳی
n انتخاب روش ساده، ͳتصادف گیری نمونه شود. ͳم انجام جایΎذاری” بدون و” جایΎذاری” با ” روش دو به که

شانس کرد، انتخاب توان ͳم که ای نمونه
(
N
n

)
ی همه که ͳقسم به است، واحد N حجم به ای جامعه از واحد

شود. ͳم انتخاب واحد به واحد ساده، ͳتصادف ی نمونه Έی عمل، در باشند. داشته شدن انتخاب برای ͳسانی
برنامه ی بوسیله یا و ͳتصادف اعداد جدول وسیله ی به یا آنگاه کنند، ͳم گذاری شماره تا ١ از را جامعه واحدهای
ͳم انتخاب هستند، نمونه واحد n معرˈف که را عدد n متوالیاً کنند، ͳم تولید را ͳجدول چنین که کامپیوتری های
استخراج قبلا̈ که جامعه واحد هر انتخاب برای مساوی شانس باید رود، ͳم بار که فرآیندی انتخابی، هر در نمایند.

شانس روش، این با ممن متمایز نمونه ی
(
N
n

)
تمام که کرد تحقیق توان ͳم ͳراحت به کند. فراهم است، نشده

گیری، نمونه روش رود، کنار جامعه از شده انتخاب واحد انتخاب، هر در اگر دارند. شدن انتخاب برای یسان
به دوباره شده، انتخاب واحد انتخاب، هر در اگر اما شود. ͳم نامیده جایΎذاری بدون ساده ی ͳتصادف گیری نمونه

شود. ͳم نامیده باجایΎذاری ساده ی ͳتصادف گیری نمونه گیری، نمونه روش شود، برگردانده جامعه

SRS گیری نمونه بارگیری با شده نمایی وایبل توزیع پارامترهای درستنمایی ماکزیمم برآورد ٢ . ١ . ١

λ ͳمقیاس پارامتر و (α, Y ) شل پارامترهای با EW توزیع از تایی n ͳتصادف نمونه ی ΈیZ١, Z٢, ., Zn کنید فرض
بود زیرخواهد بصورت (LL) درستنمایی تابع لΎاریتم پس باشند.

L(α, λ, γ) = nLnα+ nLnγ + nγlnλ+ (γ − ١)
∑

Lnζi + (α− ١) (١)
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پارامترها تک تک به نسبت درستنمایی تابع لΎاریتم از پارامترها، (MLE) درستنمایی ماکزیمم برآوردگر یافتن جهت
دهیم. ͳم قرار صفر مساوی را روابط و گرفته مشتق

∂L(α, λ, γ)

∂α

n

α
+
∑

Ln[١ − exp−(λζi)
γ ] = (٢)٠ =

∂L(α, λ, γ)

∂λ
=
nγ

λ
+ (α− ١)γλγ−١

∑ exp−(λζi)
γ

١ − exp−(λζi)γ
ζγi − γλγ−١

∑
ζγi = ٠ (٣)

∂L(α, λ, γ)

∂λ
=
n

γ
+ nLnλ+

∑
Lnζi

+ (α− ١)λγ
∑ exp−(λζi)

γ

١ − exp−(λζi)γ
Ln(λζi)− λγ

∑
ζγi Ln(λζi) = ٠(۴)

کنیم. ͳم استفاده عددی روشهای از بنابراین است، ناممن عددی غیر روشهای به معادلات این حل

شبیه سازی ٣
با شده نمایی وایبل توزیع از تایی ٢٠ ی ساده ͳتصادف ی نمونه Maple افزار نرم از استفاده با قسمت، این در
سه دستگاه Έی صورت به را ٣ و ٢ ،١ معادلات سپس کنیم. ͳم تولید λ = ١٫۵ و γ = ١٫۵ ،α = ١٫۵ پارامترهای
، α̂ که را دستگاه های ریشه ، fsolveتابع طریق از آنگاه کنیم، ͳم وارد Mapleافزار نرم در ͳمجهول سه ای معادله

یابیم. ͳم باشند، ͳم λ̂ و γ̂
تعداد کند. ͳم استفاده عددی روشهای انواع از معادلات دستگاه حل برای ، fsolveتابع که است ذکر به لازم

است. شده گرفته نظر در ١٠٠٠ سازی، شبیه برای تکرارها

با شده نمایی وایبل توزیع پارامترهای درستنمایی ماکزیمم برآورد ۴
RSS گیری نمونه بارگیری

وایبل ی جامعه از q = kn ی اندازه به دار رتبه ای مجموعه ی نمونه {Yij : i = ١, ..., n; j = ١, ..., k} کنید فرض
(تکرارها) ها چرخه تعداد ، kو مجموعه سایز ،n و باشند γ و α شل پارامترهای و λ ͳمقیاس پارامتر با شده نمایی

باشد.
خواهد زیر بصورت Yij ͳالΎچ تابع صورت این در کند، ͳم استفاده ترتیبی های آماره از حقیقت در روش این چون

بود:

fi(yij) =
n!

(i− ١)!(n− i)!
αγλγyγ−١

ij exp(−λyij)γ

[١ − exp(−λyij)γ ]iα−١ ∗ (١ − [١ − exp(−λyij)γ ]α)n−i
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٣۵ آن کاربردهای و اعتماد قابلیت نظریه سمینار دومین

بود: خواهد زیر بصورت درستنمایی تابع بنابراین

L(α, λ, γ, Y ) =
k∏

j=١

n∏
i=١

fi(yij)

= Cαnkγnkλnkγ
k∏

j=١

n∏
i=١

yγ−١
ij exp(−λγ

k∑
j=١

n∑
i=١

yγij)

∗
k∏

j=١

n∏
i=١

[١ − exp(−λyij)γ ]iα−١
k∏

j=١

n∏
i=١

(١ − [١ − exp(−λyn−i
ij )γ ]α)

داریم: دهیم، نشان L∗ با را LnL(α, λ, γ, Y ) اگر است. ثابت عدد C که

L∗ = C∗ + nk(Lnα+ Lnγ) + nkγLnλ

+ (γ − ١)
k∑

j=١

n∑
i=١

Lnyij − λγ
k∑

j=١

n∑
i=١

yγij) +

k∑
j=١

∑
i=١

(iα− ١)Ln[١ − exp(−λyij)γ ]

+
k∑

j=١

n∑
i=١

(n− i)Ln(١ − [١ − exp(−λyn−i
ij )γ ]

گرفته مشتق پارامترها این به نسبت L∗ از γ و λ ، α برای MLE برآوردگرهای یافتن جهت است. ثابت عدد C∗ که
دهیم. ͳم قرار صفر مساوی را روابط و

٠ =
∂L∗

∂α

=
nk

α
+

k∑
j=١

n∑
i=١

iLn[١ − exp(−λyij)γ ]

−
k∑

j=١

n∑
i=١

(n− i)
[١ − exp(−λyij)γ ]Ln[١ − exp(−λyij)

(١ − [١ − exp(−λyn−i
ij )γ ])

٠ =
∂L∗

∂λ
=
nkγ

λ
− γλγ−١

k∑
j=١

n∑
i=١

yγij

+ γλγ−١
k∑

j=١

∑
i=١

(iα− ١)
yγijexp(−λyij)γ

١ − exp(−λyn−i
ij )γ

− αγλγ−١
k∑

j=١

n∑
i=١

(n− i)
yγijexp(−λyij)γ [١ − exp(−λyn−i

ij )γ ]α−١

(١ − [١ − exp(−λyn−i
ij )γ ]α)
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٠ =
∂L∗

∂γ

=
nk

γ
+ nkLnλ+

k∑
j=١

n∑
i=١

Lnyij − λγLnλ

k∑
j=١

n∑
i=١

yγij

− λγ
k∑

j=١

n∑
i=١

yγijLnyij

+ λγ
k∑

j=١

n∑
i=١

(iα− ١)
yγijLnλyijexp(−λyij)γ

[١ − exp(−λyn−i
ij )γ ]

− αγ
k∑

j=١

n∑
i=١

(n− i)
yγijexp(−λyij)γLnλyij [١ − exp(−λyn−i

ij )γ ]α−١

(١ − [١ − exp(−λyn−i
ij )γ ]α)

کنیم. ͳم استفاده عددی روشهای از بنابراین است. ناممن عددی، غیر روشهای به معادلات این حل

سازی شبیه ۵
توزیع از (n = s ∗ k = ۵ ∗ ۴) تایی ٢٠ دار رتبه مجموعه ای نمونه ی Maple افزار نرم از استفاده با قسمت، این در
Έی صورت به را فوق معادلات سپس مͳ کنیم تولید λ = ١٫۵ و γ = ١٫۵ ، α = ١٫۵ پارامترهای با شده نمایی وایبل
ͳم λ̂ و γ̂ ، α̂ که را دستگاه های ریشه سپس کنیم. ͳم وارد Maple افزار نرم در ͳمجهول سه ای معادله سه دستگاه

است. شده گرفته نظر در ١٠٠٠ سازی شبیه برای تکرارها تعداد یابیم. ͳم باشند،

R برای استرپ بوت اطیمینان فاصله ۶
بوت استرپ ͳصدک روش مͳ شوند: ͳمعرف بوت استرپ پارامتری روش های بر ͳمبتن اطمینان فاصله دو بخش، این در
بوت استرپ استیودنتیده روش مͳ باشد. افرون(١٩٨٢)١ نظریه پایه ی بر و مͳ شود خوانده boot-p بعد به این از که
R برای اطمینان فاصله برآورد خلاصه طور به مͳ باشد هال٢(١٩٨٨) نظریه ی پایه بر و میشود خوانده boot-t که

میدهیم: نشان را روش دو هر با

بوت استرپ ͳصدک اطمینان فاصله ١ . ۶
است: زیر صورت به بوت استرپ ͳصدک اطمینان فاصله برآورد الΎوریتم

کنیم. ͳم محاسبه را β̂ λ̂و ،α̂ مقادیر X١, ...Xn و Y١, ..., Yn نمونه از استفاده با اول: گام
نمونه ی λ̂ و β̂ مقادیر از استفاده با مشابه طور به و X١, ..., Xn استرپ بوت نمونه ی λ̂ و α̂ از استفاده با دوم: گام
R برای را بوت استرپ برآورد Y ∗

١ , ...Y
∗
n و X∗

١ , ...X
∗
n از استفاده با حال مͳ کنیم. تولید را Y١, ..., Yn استرپ بوت

دهیم. ͳم نشان R̂∗ با و آورده بدست
مینیم. تکرار بار N را دوم گام سوم: گام

دهیم: قرار اگر حال شود، تعریف GX(x) = P (R̂∗ ≤ x) صورت به R̂∗ ͳتجمع توزیع تابع کنید فرض چهارم: گام
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تعریف زیر صورت به R برای ١)١٠٠ − γ) اطمینان فاصله x هر برای صورت این در .G−١(x) = Rboot−P (x)

مͳ شود.

(R̂boot−p(
γ

٢
)), (R̂boot−p(١ − γ

٢
))

R برای استرپ بوت استیودنتیده اطمینان فاصله ٢ . ۶
میباشد: زیر صورت به بوت استرپ استیودنتیده اطمینان فاصله برآورد الΎوریتم

کنیم. ͳم محاسبه را β̂ λ̂و ،α̂ مقادیر X١, ...Xn و Y١, ..., Yn نمونه از استفاده با اول: گام
نمونه ی λ̂ و β̂ مقادیر از استفاده با مشابه طور به و X١, ..., Xn استرپ بوت نمونه ی λ̂ و α̂ از استفاده با دوم: گام
R برای را بوت استرپ برآورد Y ∗

١ , ...Y
∗
n و X∗

١ , ...X
∗
n از استفاده با حال مͳ کنیم. تولید را Y١, ..., Yn استرپ بوت

مینیم: تعریف را زیر آماره و دهیم ͳم نشان R̂∗ با و آورده بدست

T ∗ =

√
m(R̂∗ − R̂)√
var(R̂∗)

مینیم. تکرار بار N را دوم گام سوم: گام
(γ−١)١٠٠برای اطمینان فاصله برای را پایین و بالا حدود آمده بدست بار N تعداد به که T ∗ از استفاده چهارم:با گام

مینیم: تعیین زیر صورت به R
مینیم: تعریف x هر برای و مͳ گیریم نظر در H(x) = P (T ∗ ≤ x) صورت به را T ∗ ͳتجمع توزیع تابع

R̂boot−t = R̂+m
−

١
٢
√
var(R̂)H−١(x)

مͳ شود: تعریف زیر صورت به R برای ١)١٠٠ − γ) تقریبی اطمینان فاصله

(R̂boot−t(
γ

٢
)), (R̂boot−t(١ − γ

٢
))

شبیه سازی نتایج ٣ . ۶
مختلف شرایط تحت خودگردان گیری بازنمونه از استفاده با R درستنمایی حداکثر برآورد سازی شبیه بخش این در

میΎردد. ͳبررس پارامتری
است مجهول λ که ͳزمان R درستنمایی حداکثر برآورد

ازای به درستنمایی حداکثر براورد در ١
el

∑el
i=١(R

∗ − R̂∗
i )

٢ خطا مربعات میانگین و ١
el

∑el
i=١(R

∗ − R̂∗
i ) اریبی

در β = ١٫۵ و α = ١٫۵,٢,٢٫۵,٣,٣٫۵ برای همچنین و β = ١٫۵,٢,٢٫۵,٣,٣٫۵ αو = ١٫۵ و n,m = ١۵,٢٠,٢۵,٣٠
گرفته نظر در Έی برابر را دلتا و لامبدا شود وارد سازی شبیه در خدشه ای اینکه است.بدون شده ارایه ٢ و ١ جداول

اند. شده داده نمایش پارانتز داخل در خطا مربعات میانگین اند.مقادیر شده
متوقف ͳزمان تکرار روند و مͳ شود محاسبه ١ اولیه مقدار با ثابت نقطه تکرار روش به λ درستنمایی حداکثر برآورد
برآورد نهایت در و γ و β ، α برآورد ، λ برآورد از پس باشد. ١٠-۶ از کوچتر ͳمتوال تکرار دو اختلاف که میشود

مͳ شود. محاسبه R̂ =
β̂

β̂ + α̂
رابطه از R درستنمایی حداکثر
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میانگین و اریبی اساس بر MLE ،کارایی Έکوچ نمونه اندازه برای ͳحت که میشود مشاهده ٢ و ١ جداول به توجه با
مربعات میابد،میانگین افزایش m و n که ͳزمان n = m ازای است.به رضایت بخش روش دو هر در خطا مربعات
افزایش با ثابت، n(m) ازای به مͳ کند.همچنین تایید Rرا پارامتر MLE سازگاری ͳویژگ میابد.این کاهش خطا
مربعات میانگین β افزایش با که مͳ شود مشاهده ١ جدول در مͳ یابد.همچنین کاهش خطا مربعات میانگین n(m)

دقیق تر βبزرگتر مقادیر ازای به Rبرآورد گفت مͳ توان مͳ یابد.درنتیجه کاهش R درستنمایی حداکثر برآورد خطای
که میشود مشخص جداول به توجه با نیز و مͳ شود محاسبه مشابه روش به نیز مجهول های پارامتر سایر است.

مͳ یابد. کاهش خطا مربعات میانگین m(n) باافزایش
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و داغ آماده باش مؤلفه های با N از ١ سیستم های G اعتماد قابلیت ͳبررس
هزینه نظر نقطه از سرد

١ ف عبدی،

اصفهان دانشΎاه ، علوم دانشده آمار، گروه

چیده

سیستم به مازاد قطعات تخصیص بحث مهم و پیشنهادی راه حل Έی سیستم کاربرد احتمال افزایش منظور  به
فعال، های مؤلفه به نسبت کمتر شست نرخ دلیل به ذخیره صورت به افزوده مؤلفه های از استفاده اخیرا است.
در که معین ماموریت زمان با تعمیر قابل غیر موازی سیستم Έی ابتدا مقاله این در است. گرفته قرار توجه مورد
سپس مͳ گیریم. نظر در را است، شده استفاده هم زمان به  صورت سرد ذخیره و داغ ذخیره استراتژی از آن ͳطراح
محاسبه را سیستم ماموریت زمان درمدت بهینه قابلیت اعتماد و هزینه مؤلفه هر شست زمان توزیع از استفاده با

مͳ پردازیم. سیستم نوع این از عددی مثال Έی ͳبررس به شده حاصل نتایج از استفاده با این بر علاوه مͳ کنیم.

سیستم هزینه سرد، ذخیره داغ، ذخیره باش، آماده سیستم اعتماد، قابلیت بهینه سازی کلیدی: کلمات

پیش گفتار ١
زمینه ی در ͳفراوان مطالعات اخیرا است. قابلیت اعتماد ͳمهندس امر در مهم مسایل از ͳی ساخت هزینه بهینه سازی
قطعات است. گرفته صورت [۵] و [۴] مانند ،ͳمحققان توسط محدودیت این تحت آماده باش سیستم های ͳطراح
هزینه، نظر نقطه از اما هستند. بهینه ذخیره گرم قطعات از استفاده با مقایسه در کمتر شست نرخ دلیل ذخیره سردبه
حالت در قطعات عملرد هزینه مقابل در است. سرد آماده باش از کمتر داغ آماده باش حالت در سیستم به ورود هزینه
قطعات دنباله و ذخیره داغ موازی متصل s(H)...s(١) قطعات دنباله از متشل موازی سیستم است. سرد از بیشتر داغ

١fa.abdi92@gmail.com
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در t = ٠ فرآیند آغاز زمان از ذخیره داغ قطعات کلیه مͳ گیریم. درنظر را سرد ذخیره موازی متصل s(N)...s(H + ١)
سایر مͳ شود. سیستم وارد ذخیره داغ قطعات کلیه شدن خراب از پس ذخیره سرد مؤلفه اولین هستند. فعال سیستم
قابلیت مقاله این دوم بخش در مͳ شوند. سیستم فعالیت محیط وارد ͳقبل قطعه ی شست از وپس به ترتیب مؤلفه ها
هزینه  ی سوم بخش در سپس مͳ شود. بیان قطعات زمان شست توزیع از استفاده با ͳبررس مورد سیستم بهینه اعتماد
با چهارم فصل در نهایت در مͳ آوریم. به دست سیستم قطعات متفاوت عملردی تنش به توجه با را سیستم بهینه
زمان توزیع با شده ذکر سیستم از کاربردی مثال Έی ͳبرس به شده حاصل روابط رایانه ای ͳبرنامه نویس از استفاده

مͳ پردازیم. وایبل شست

سیستم اعتماد قابلیت ٢

سیستم در قطعات از دنباله ای برای شست زمان توزیع ٢ . ١
اگر مͳ کنیم. تقسیم ∆ = τ

m طول به Έی هر برابر ͳزمان فاصله m به را سیستم ماموریت انجام زمان τ کنیم فرض
ͳزمان فاصله در ام j مؤلفه شست احتمال باشد، سیستم قطعات دنباله از ام j مؤلفه شست توزیع تابع Fj(t)

شست زمان ͳبررس به علاقه مند که ͳصورت در .pj(i) = Fj(∆.(i + ١))−F j(∆) با: است برابر (∆i,∆(i+ ١))
pj = (pj(٠), ..., pj(m)) مؤلفه ای m+ ١ بردار Έی فرم به Tj احتمال جرم تابع باشیم، گسسته حالت در ام j مؤلفه

: آن در که است.

pj(i) = pr {Tj = ∆.i} ∀i = ٠, ...,m

: نمͳ باشد سیستم عمر طول τ از بیش سیستم قطعات از Έی هیچ طول عمر این که به توجه با

pj(m) = p (Tj ≥ τ = ∆m) = ١ −
∑m−١

i=٠ pj(i)

به توجه با مͳ کنیم. تعریف سیستم در s(j), ..., s(١) قطعات دنباله فعالیت زمان ͳتجمع ͳتصادف متغیر را Xj

که: داریم سیستم ذخیره گرم قطعات دنباله از مؤلفه هر برای سیستم در قطعات متفاوت عملردی تنش

Xj = max(Xj−١, Tj)

Qj(i) = pr {Xj = ∆.i} =
i∑

k=٠
pr {Xj−١ = ∆.k}pr {Tj = ∆.i}+

i−١∑
k=٠

pr {Xj−١ = ∆.i}pr {Tj = ∆.k} =
i∑

k=٠
Qj−١(k) pj(i) +

i−١∑
k=٠

Qj−١(i) pj(k)

که: داریم سیستم از ذخیره سرد مؤلفه هر برای و

Xj = Xj−١ +Tj

Qj(i) = pr {Xj = ∆.i} =
i∑

k=٠
pr {Xj−١ = ∆.k}.pr {Tj = ∆.(i− k)} =

i∑
k=٠

Qj−١(k) pj(i− k) ∀ i =

٠, ...,m− ١

Qj(m) =
m−١∑
k=٠

pr {Xj−١ = ∆.k}
m∑

n=m−k

pr {Tj = ∆.n} =

m−١∑
k=٠

Qj−١(k).
m∑

n=m−k

pj(n)
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۴١ آن کاربردهای و اعتماد قابلیت نظریه سمینار دومین

ماموریت زمان به توجه با سیستم اعتماد قابلیت

برسد اتمام به سیستم قطعات دنباله از شست jامین از پس τ سیستم ماموریت انجام زمان این که احتمال را rj
برابر شده تعیین زمان در سیستم اعتماد قابلیت بنابراین . rj = pr {Xj−١ < τ,Xj = τ} :ͳیعن مͳ کنیم. تعریف

R =
N∑
j=١

rj =
N∑
j=١

pr {Xj−١ < τ,Xj = τ} =
N∑
j=١

Qj(m) با: است

سیستم هزینه ٣

معیوب t زمان در که داغ ذخیره قطعه امین j از استفاده نهایی هزینه سرد ذخیره و داغ ذخیره قطعات عملرد مطابق
محیط در ام j مؤلفه فعالیت زمان با متغیر وهزینه υj سیستم به مؤلفه ورود ثابت هزینه از ͳخط ͳتابع را مͳ شود
درزمان که سرد ذخیره ی قطعه امین j از استفاده نهایی هزینه θj(t) = vj +wj .t :ͳیعن مͳ گیریم. نظر در wj سیستم
،هزینه Vj سیستم به مؤلفه ورود ثابت هزینه از ͳخط ͳتابع برحسب شود، ͳم معیوب t درزمان و شده واردسیستم t٠
مͳ شود. بیان wj سیستم محیط در مؤلفه فعالیت زمان با متغیر هزینه ، Wj کار به شروع زمان تا قطعه نگهداری

Θj(t٠, t) = Vj +Wj .t٠ + wj .(t− t٠) :ͳیعن
شود: ͳم برآورد زیر صورت به هزینه متوسط مقدار قطعات شست زمان توزیع توجه با

E (θj) =
m∑
i=٠

pj(i) θj(∆.i) = υj +∆.wj .
m∑
i=١

i. pj(i) : داغ ذخیره قطعات در

سرد: ذخیره قطعات در

E(Θ
j
) =

m∑
i٠=٠

m∑
i=i٠

Q
j−١

(i٠) .p
j
(i− i٠) .Θ

j
(∆.i٠,∆.i) =

m−١∑
i٠=٠

Q
j−١

(i٠).[V
j
+∆.i٠

.W
j

+

m∑
i=i.+١

p
j
(i− i٠). w

j
.∆.(i− i٠)] + Q

j−١
(m).∆.m.W

j
= V

j
.(١ − Q

j−١
(m))

+ ∆.W
j
.

m∑
i٠=٠

i٠. Q
j−١

(i٠) + ∆. w
j
.
m−١∑
i٠=٠

Q
j−١

(i٠)
m∑

i=i.+١
(i− i٠) .p

j
(i− i٠)

C =
H∑
j=١

E (θj) +
N∑

j=H+١
E(Θj) با: است برابر سیستم کل متوسط هزینه بنارابن

کاربردی مثال ۴

واحد ۴٠٠ ماموریت زمان با و وایبل شست نرخ توزیع با ١٠قطعه از متشل تعمیر قابل غیر آماده باش موازی سیستم
پارامترهای است. سرد ذخیره s(١٠)...s(۵) و داغ ذخیره s(۵)...s(١) قطعات دنباله که نحوی به است. شده ͳطراح
به سیستم بهینه ی اعتماد وقابلیت هزینه مقاله از شده حاصل نتایج به توجه با است. شده ارائه زیر صورت به قطعات

است. شده ارایه زیر ͳمنحن فرم
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۴٢ ف. عبدی،

قطعات دنباله ηj βj Vj Wj υj wj

١ ٩٠ ١٬٢ ٢٠۵٠ ۵ ۶٠ ١١
٢ ١٠٠ ١ ٢٠٣٠ ۵ ۴٠ ١۵
٣ ١۵٠ ١٬١ ٢١٠٠ ٩ ٧٠ ١٣
۴ ٨٠ ١ ٢٠۵٠ ۴ ۵٠ ٩
۵ ١١٠ ١٬٣ ٢٠٨٠ ۶ ٨٠ ١٢
۶ ٧۵ ١ ٢٢۵٠ ۵ ٩٠ ١٠
٧ ١٢٠ ١ ٢١٣٠ ۶ ٧٠ ١٢
٨ ١٣٠ ١٬١ ٢٠٠٠ ٩ ٧٠ ١٢
٩ ١۴٠ ١ ٢١۵٠ ٣ ٩٠ ٩

١٠ ١٠٠ ١٬١ ٢٢٨٠ ۴ ۶٠ ٨

سیستم بهینه اعتماد قابلیت و هزینه نمودار :١ شل

فرض مͳ یابد. افزایش سیستم اعتماد قابلیت m افزایش با m متفاوت مقادیر برای شده ارایه نمودار به توجه با
به توجه با باشیم. واحد ٢٢۵٧٢٬۶ هزینه ی و اعتماد٠٬٩۵٢٢ قابلیت مقدار با ͳسیستم ͳطراح به علاقه مند کنیم
٠٬۴٢وبرای ٠٬۶٣و میزان به ترتیب سیستم بهینه هزینه ی و قابلیت اعتماد مقدار m = ١٠٠ برای که است واض نمودار

است. دون برآورد طراح نظر مورد مقدار به ٠٬٠٢نسبت ٠٬٠٣و m = ١٠٠٠ مقدار
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پواسن ی جامعه دو های میانگین ی مقایسه برای تر پرتوان آزمون Έی

٣ م آخوند، ٢ ر پرداز، ͳچین ١ ا فرهادی،

اهواز شهیدچمران دانشΎاه ،ͳریاض علوم دانشده آمار، گروه

چیده
یطرفه های آزمون در ویژه به موارد از بسیاری در متأسفانه که هستند ای بهینه های آزمون (UMP) های آزمون
نااریب (UMP) های آزمون معمولا˦ دلیل همین به ندارند وجود چندپارامتری نمایی های توزیع در خانواده دوطرفه و
پرتوان آزمون Έی پواسن مستقل ی جامعه دو های میانگین ی مقایسه برای مقاله این در شوند ͳم گرفته نظر در
آزمون از همواره مخالف فرض فضای در آزمون توان که است شده ارائه (UMPU) Έکلاسی آزمون به نسبت تر

است. بیشتر ͳشرط معمول
پارامتری چند نمایی ی خانواده نااریب، UMP های آزمون پواسن، توزیع کلیدی: کلمات

پیش گفتار ١
با پواسن توزیع مستقل           از بردار دو Y٢١, . . . , Y٢n٢ ∼ poisson(λ٢) و X١١, . . . , X١n١ ∼ poisson(λ١) کنید فرض
داد، نشان توان ͳم H٠ = λ١ − λ٢ > d٠ مقابل در H٠ = λ١ − λ٢ = d٠ آزمون برای باشند. مختلف پارامترهای

آزمون

ϕ(x∼,y∼) =



١
n١∑
i=١

xi > c(X,Y )

γ
n١∑
i=١

xi = c(X,Y )

٠
n١∑
i=١

xi > c(X,Y )

١e-farhadi@mscstu.scu.ac.ir
٢chinipardazr@scu.ac.ir
٣
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۴۴ م. آخوند، ر.، پرداز، ͳچین ا.، فرهادی،

با برابر آزمون اندازه با

E(ϕ(X,Y )) = Pp(X١ > |X١ +X٢ = t) + γPp(X١ = c|X١ + Y٢ = t))

توان و α ی اندازه با نااریب UMP آزمون Έی

βϕ(d) = Pd(X١ > c|X + Y = t) + Pd(X١ = c|X + Y = t)

صورت به C از مقادیری برای α سط با H٠ فرض بود خواهد Y =
n٢∑
i=١

Yi٢ و X =
n١∑
i=١

Xi١ اینجا در بود. خواهد
از C مقدار کرد اثبات توان ͳم P (X١ > c|X١ +X٢) ≤ α

.(٢٠٠۶ مونرو و (لهمن بود خواهد X١ ∼ β(t, λ١
λ١+λ٢

) آن در که آید ͳم دست به P (X١ > c|X١ +X٢ = t)

است. داده انجام را پواسن های سری های نمونه آزمون نتایج در سازی همسان (١٩۴٠)ͳویلنس و ͳپرزیبوروس
شان است. داده انجام ای نمونه دو پواسن های آزمون برای را توان مقایسات و ها اندازه (١٩٨٢) بین و شیو
هان کنگ است، آورده دست به پواسن مستقل ی نمونه دو نسبت ی مقایسه برای را ͳغیرشرط آزمون (٢٠١۵)
دقیق ͳغیرشرط و ͳشرط های آزمون از استفاده با را پواسن مستقل ی جامعه دو های میانگین نسبت (٢٠٠٧)
را پواسن ی جامعه دو های میانگین تفاوت برای مقایسه Έی (٢٠٠۶) تانگ و گو و ͳج ان است. کرده مقایسه

است. کرده مقایسه
صورت به ͳشرط حالت در آزمون توان

∞∑
k٠=١

∞∑
k٠=٢

e−λ١n١(n١λ١)
k١

k١!

e−λ٢n٢(n٢λ٢)
k٢

k٢!
I

[
P (X١≥k١|k١ + k٢, P (λ١/λ٢) ≤ α))

]

اینجا در آید ͳم دست به

p =
n١

n٢

λ١

λ٢

برای UMPU ͳشرط آزمون به نسبت تر توان پر آزمون Έی مقاله این در نیست. ترین پرتوان αn٢λ١(٢λ١)١+n /
است. شده ارائه پواسن ی جامعه دو پارامترهای مقایسه

پیشنهادی آزمون
و X١/n١ آماره دو تفاوت واریانس بΎیرید. نظر در H٠ = λ١ − λ٢ > d٠ مقابل در را H٠ = λ١ − λ٢ = d٠ فرض

از: عبارتست X٢/n٢

v = var(
X١

n١
− X١

n١
) =

λ١

n١
+
λ٢

n٢

شود ͳم برآورد زیر صورت به V واریانس برای بنابراین هستند مجهول پارامترهای λ٢ و λ١ که آنجا از

V̂x =
X١/n١

n١
+
X٢/n٢

n٢

: صورت به عبارت این λ١ با λ٢ + d جایΎذاری با

V̂x =
X٢/n٢

n٢
+
X٢/n٢

n٢
+

dn١

n١ + n٢

۴۴



۴۵ آن کاربردهای و اعتماد قابلیت نظریه سمینار دومین

صورت: به را آزمون ی آماره حال آمد خواهد دست به

TX١,X٢ =
X١/n١ −X٢/n٢ − d√

X١
n٢

١
+ X٢

n٢
٢

(١)

بنابراین گرفت. نظر در آزمون آماره را آن توان ͳم است مجهول های پارامتر از مستقل آماره چون بΎیرید، نظر در را
اگر است P (TX١,X٢ ≥ Tk١,k٢) صورت به احتمال مقدار باشد TX١,X٢ ی آماره ی شده مشاهده مقدار Tk١,k٢ اگر
توان سازند. ͳم را جدیدی آزمون کنند صدق رابطه این در که X٢ و X١ مقادیر تمام برای شود رد α سط در آزمون

از عبارتست آزمون این

β =
∞∑

x٠=١

∞∑
x٠=٢

eλ١n١(n١λ١)
k١

k١!

eλ٢n٢(n٢λ٢)
k٢

k٢!

× I

[ ∞∑
x٠=١

∞∑
x٠=٢

e−n١(λ̂٢k+d)(n١(λ̂٢k + d))x١

x١!

e−n٢λ̂٢k(n٢λ̂٢k)
x٢

x٢!
×
[
TX١,X٢ ≥ Tk١,k٢ ≤ α

]]
.

آزمون دو های توان ی مقایسه
Έکلاسی ͳشرط آزمون در که آنجا از

C =
{
(X١, X٢);P (X١ > c|X١ +X٢ = t ≤ α)

}
صورت به آزمون توان بنابراین است،

∞∑
k٠=١

∞∑
k٠=٢

e−λ١n١(n١λ١)
k١

k١!

e−λ٢n٢(n٢λ٢)
k٢

k٢!
I
[
P (X١≥k١|k١ + k٢, P (λ١/λ٢ ≥ α))

]
صورت به رد ی ناحیه چون بالا پیشنهادی آزمون در بود خواهد

C =
{
(X١, X٢);P (TX١ , X٢ > Tk١ , k٢ ≤ α)

}
بود خواهد زیر صورت به ͳتوان دارای پس

β =

∞∑
x٠=١

∞∑
x٠=٢

eλ١n١(n١λ١)
k١

k١!

eλ٢n٢(n٢λ٢)
k٢

k٢!

× I

[ ∞∑
x٠=١

∞∑
x٠=٢

e−n١(λ̂٢k+d)(n١(λ̂٢k + d))x١

x١!

e−n٢λ̂٢k(n٢λ̂٢k)
x٢

x٢!
×
[
TX١,X٢ ≥ Tk١,k٢ ≤ α

]]
.

دهد. ͳم ما به را H٠ = λ١ − λ٢ > d٠ مقابل در H٠ : λ١ − λ٢ = d فرض برای را آزمون دو توان
گیری نتیجه

H٠ : λ١ − λ٢ > d مقابل H٠در : λ١ − λ٢ = dفرض برای پیشنهادی آزمون در ͳشرط آزمون توان محاسبه نتایج ١ جدول در
است. شده داده نشان

و λ١ مقدار دو برای و α = ٠٫٠۵ برای آزمون ی اندازه این و کنید توجه ١ نمودار به تر ͳکل حالت در همچنین
است. UMPU ͳشرط آزمون به نسبت پیشنهادی آزمون توان بودن بیشتر بیانگر ها آزمون توان است. متفاوت λ٢
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۴۶ م. آخوند، ر.، پرداز، ͳچین ا.، فرهادی،

مشاهدات تعداد و سط Έی برای ها آزمون ͳتوان و اندازه ی مقایسه :١ جدول
height

ͳشرط آزمون پیشنهادی آزمون power λ٢ λ١

اندازه نمونه تعداد اندازه نمونه تعداد
(٠/٠۵٠) ٨٩ (٠/٠۴٠) ٩۵ ٠/٨٠ ٠/۵ ٠/٨
(٠/٠۵٠) ١٢٣ (٠/٠۴١) ١٢٩ ٠/٩
(٠/٠۵٠) ١۵۵ (٠/٠۴٢) ١۶١ ٠/٩۵
(٠/٠۴۵) ١٢ (٠/٠٢٩) ١۴ ٠/٨٠ ٠/۵ ١/۵
(٠/٠۴٨) ١٧ (٠/٠٣٢) ١٨ ٠/٩٠
(٠/٠۴٩) ٢١ (٠/٠٣٣) ٢٣ ٠/٩۵

پیشنهادی. آزمون و ͳشرط های آزمون توان ی مقایسه :١ شل

مراج΄
[1] Przyborowski, J., Wilenski.H (1940), Homogeneity of results in testing samples from Poisson series,

Biometrika 31, 313–323.

[2] K. Krishnamoorthy., Jessica Thomson(2004), A more powerful test for comparing two Poisson Means.
J. Statist. Plann. Inference 119, 23–35.

[3] .K.T. Nga,., K.Gua, M.L.Tangb.(2007), A comparative study of tests for the difference of two Poisson
means. Comput Statist.Data Anal. S51 3085 – 3099.

[4] Guogen Shan(2015),Exact unconditional testing procedures for comparing two independent Poisson
rates JSCS, No. 5, 947–955.

[5] Cong Han(2008),Comparing two independent incidence rates using conditional and unconditional
exact testsPharmaceut. Statist. 7, 195–201
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غیرهم توزیع و مستقل مولفه های با سیستم ها عمر طول از ͳنتایج

٢ س براتپور، ١ ج کاظمپور،

مشهد ͳفردوس دانشΎاه ،ͳریاض علوم دانشده آمار، گروه

چیده
مولفه های دارای سیستم های در ترتیبی آماره ای عنوان به مولفه ها از Έی هر مشاهده شدن احتمال مقاله این در
ͳبررس مورد آماری توزیع های از خاص خانوادههایی در مهم این به علاوه است. شده محاسبه غیر هم توزیع و مستقل
شامل را ... و پارتو معکوس، استاندارد ͳتوان استاندارد، ͳتوان نمایی، وایبل، مانند توزیع هایی که است، گرفته قرار

مͳ شود.

غیر همتوزیع و مستقل مولفه های سیستم ها، عمر طول ترتیبی، آماره های کلیدی: کلمات

مقدمه ١
ͳزمان تا سری سیستم Έی واق΄ در دارند. سیستم ها اعتماد قابلیت عملرد ͳبررس در ویژه ای نقش ترتیبی آماره های
آخرین که مͳ کند عمل ͳزمان تا موازی سیستم Έی و بیفتد، اتفاق آن در خرابی اولین که مͳ دهد ادامه خود کار به

دارند. کاربرد n از k سیستم های در نیز دیΎر ترتیبی آماره های ١ مͳ کند. عمل سیستم در رفته کار به مولفه ی
دارای سیستم Έی مولفه های از Έی هر قرارگرفتن احتمال ͳکل حالت در خاص ͳسیستم ͳبررس بدون مقاله این در
طول بهینه سازی در مͳ تواند که است، شده محاسبه ترتیبی آماره ی هر جایΎاه در غیرهم توزیع و مستقل مولفه های
در اغلب که آماری توزیع های از خاص خانواده ای در احتمالات این نیز آخر در ٢ باشد. مفید سیستم Έی عمر

شده اند. ارائه مͳ کنند ایفا نقش اعتماد قابلیت سیستم های عمر طول ͳبررس

١jaberkazempoor@outlook.com
٢baratpour@um.ac.ir

کنید. مراجعه [٢] اول فصل به مͳ توانید این باره در بیش تر بحث ١برای
کنید. جستجو [٣] در خاص ͳحالت در مͳ توانید را بهینه سازی به مربوط بیش تر ٢بحث
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۴٨ س. براتپور، ج.، کاظمپور،

ترتیبی آماره ای عنوان به مولفه ها از Έهری گرفتن قرار احتمال ٢

غیر هم توزیع و مستقل فرض تحت را مولفه ها از Έهری گرفتن قرار احتمال که مͳ پردازیم قضیه ای بیان به بخش این در
مͳ کند. محاسبه ترتیبی آماره ای عنوان به بودن

Fn،...،F١ پیوسته مطلقا ͳتجمع توزیع توابع دارای ترتیب به و مستقل ͳتصادف متغیرهای Xn،...،X١ اگر .١ قضيه
باشند،آن گاه:

P (Xj = X١:n) =

∫ +∞

−∞
fj(u)

n∏
r=١,r ̸=j

F̄r(u)du , (١)

P (Xj = Xn:n) =

∫ +∞

−∞
fj(t)

n∏
r=١,r ̸=j

Fr(t)dt , (٢)

P (Xj = Xi:n) = (٣)

∑
π∈Sn,π(i)=j

P
{
(Xπ(١) ≤ ... ≤ Xπ(i−١) ≤ Xj ≤ Xπ(i+١) ≤ ... ≤ Xn)

}
,

i = ٢, ..., n− ١ j = ١,٢, ..., n .

مͳ باشد. n تا ١ اعداد جایΎشت های تمام مجموعه Sn که

:(١) ی رابطه برهان.•

P (Xj = X١:n) = P (Xj ≤ mini ̸=j(Xi))

=

∫
R

∫ ∞

u

gXj ,mini ̸=j(Xi)(u, t)dtdu =

∫
R
fj(u)F̄mini̸=j(Xi)(u)

:(٢) ی رابطه •
مͳ شود. کامل قسمت این برهان P (Xj = Xn:n) = P (−Xj = (−X)١:n) که نکته این و ١ رابطه از استفاده با

محاسبه بنابراین مͳ افتد. کار از مولفه، آخرین کار افتادن از با سیستم موازی، سیستم های در اینکه به توجه با
قضیه ی در باشد. اهمیت حائز مͳ تواند مͳ گیرند، قرار جایΎاه این در ͳاحتمال چه با مولفه ها از کدام هر اینکه احتمال
مͳ کنیم. محاسبه مͳ شود، ... و استاندارد ͳتوان توزیع شامل که آماری توزیع های از خاص رده ای در را احتمال این زیر
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۴٩ آن کاربردهای و اعتماد قابلیت نظریه سمینار دومین

و باشد، پیوسته مطلقا ͳتجمع توزیع تابع Έی F (t) و باشند، مستقل ͳتصادف متغیرهای Xn،...،X١ اگر .١ مثال

Fi(t) = F (t)
λi , ٠ < λi, i = ١,٢, ..., n .

P (Xi = Xn:n) =
λi∑n
j=١ λj

. داریم: ١ رابطه ی به توجه با ͳبه راحت آن گاه

کار از که مولفه ای آخرین مͳ رسد نظر به ͳمنطق کند، کار به شروع مولفه ها این با موازی ͳسیستم اگر بنابراین
بهینه که مͳ دهد نتیجه بلافاصله نکته این و دارد مولفه ها تمام از بیش تری پارامتر مقدار که باشد مͳ افتد،مولفه ای

مͳ افتد. اتفاق مولفه ها این بودن غیرهم توزیع نظرگرفتن در با مستقل مولفه های با موازی سیستم Έی سازی

بنابراین مͳ افتد. کار از مولفه، اولین کار افتادن از با سیستم سری، سیستم های در اینکه به توجه با ͳقبل مثال مشابه
در باشد. اهمیت حائز مͳ تواند مͳ گیرند، قرار جایΎاه این در ͳاحتمال چه با مولفه ها از کدام هر اینکه احتمال محاسبه
استاندارد ͳتوان پارتو، نمایی، وایبل، توزیع شامل که آماری توزیع های از خاص رده ای در را احتمال این زیر قضیه ی

مͳ کنیم. محاسبه مͳ شود، ... و معکوس

و باشد، پیوسته مطلقا ͳتجمع توزیع تابع Έی F (t) و باشند، مستقل ͳتصادف متغیرهای Xn،...،X١ اگر .٢ مثال

Fi(t) = ١ − (١ − F (t))λi , ٠ < λi, i = ١,٢, ..., n .

P (Xi = X١:n) =
λi∑n
j=١ λj

. داریم: ٢ رابطه ی به توجه با ͳبه راحت آن گاه

مͳ افتد، کار از که مولفه ای اولین مͳ رسد نظر به ͳمنطق کند، کار به شروع مولفه ها این با سری ͳسیستم اگر بنابراین
Έی سازی بهینه که مͳ دهد نتیجه بلافاصله نکته این و دارد مولفه ها تمام از کم تری پارامتر مقدار که باشد مولفه ای

مͳ افتد. اتفاق مولفه ها این بودن هم توزیع نظرگرفتن در با مستقل مولفه های با سری سیستم

آماری توزیع های از رده ای دو در ٢ و ١ روابط تمام محاسبه ی به قادر را ما که مͳ پردازیم ͳلم بیان به اکنون
شدند. ذکر ۵ و ۴ مثال های در که مͳ سازد

آن گاه: باشند، ͳحقیق اعدادی αn،...،α١ اگر .١ لم
n∏

i=١
(١ − xαi) =

١ + (−١)nx
∑n

i=١ αi +
n−١∑
j=١

(−١)n−j

j!

∑
π∈Sn,r

x
∑

π∈Sn,r
απ(r) ; x ∈ R.

π ∈ Sn,r = π ∈ Sn, r ̸= n− j + ١, ..., n آن در که

داد. گسترش را ۵ و ۴ مثال های در شده محاسبه احتمالات مͳ توان لم این از استفاده با
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۵٠ س. براتپور، ج.، کاظمپور،

آن گاه: باشد، برقرار ،۴ مثال شرایط اگر .٣ نتیجه

P (Xi = X١:n) =

١ + (−١)n−١ λi∑n
j=١ λj

+

n−١∑
j=١

(−١)n−١−j

j!

∑
π∈Sn,r

λr
λr +

∑
βπ(r)

.

βk = λk, k = ١,٢, ..., j − ١ , که
βk = λk−١, k = j + ١, j + ٢, ..., n .

آن گاه: باشد، برقرار ،۵ مثال شرایط اگر .۴ نتیجه

P (Xi = Xn:n) =

١ + (−١)n−١ λi∑n
j=١ λj

+
n−١∑
j=١

(−١)n−١−j

j!

∑
π∈Sn,r

λr
λr +

∑
βπ(r)

.

βk = λk, k = ١,٢, ..., j − ١ , که
βk = λk−١, k = j + ١, j + ٢, ..., n .

پیدا بهینه سازی به راج΄ مفیدی توضیحات با نمایی توزیع برای [١] در مͳ توانید را ۴ نتیجه از ͳخاص حالت
بخصوص و داد ادامه پرت داده ی عنوان تحت مͳ توان را ١ قضیه در گفته شده موارد از ͳخاص حالت به علاوه کنید.

مͳ شود. استنتاج آن ها از جالبی نتایج چیده در ذکرشده توزیع های در

مراج΄
[1] Balakrishnan, N. Cramer, E. (2008), Progressive censoring from heterogeneous distributions with

applications to robustness, Annals of the Institute of Statistical Mathematics. 60, 151-171.

[2] Barlow, R. E. Proschan, F. (1981), Statistical Theory of Reliability and Life Testing Probability
Models, To Begin With: Silver Spring, Maryland.

[3] Burkschat, M. Cramer, E. Kamps, U. (2006), On optimal schemes in progressive censoring, Statistics
and Probability Letters. 76, 1032-1036.
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ͳچندک اعتماد قابلیت بر مروری

٢ م رزمخواه، ١ ط ،ͳکنارنگ

مشهد ͳفردوس دانشΎاه ،ͳریاض علوم دانشده آمار، گروه

چیده

ͳبررس معکوس ͳخط ͳچندک عمر مانده ͳباق میانگین تابع اساس بر را توزیع ها از ͳکلاس ابتدا مقاله، این در
مͳ کنیم. بیان را آن اعتماد قابلیت ویژگͳ های از ͳبرخ و

از ͳبرخ و مͳ کنیم ͳمعرف را دوم درجه ͳچندک عمر مانده ͳباق میانگین تابع با توزیع ها از جدیدی کلاس سپس
مͳ دهیم. انجام نتیجه گیری پایان در مͳ آوریم. بدست را آن ویژگͳ های

ͳباق واریانس تابع ،ͳچندک ͳالΎچ تابع ،ͳچندک خطر نرخ تابع ،ͳچندک مانده ͳباق میانگین تابع کلیدی: کلمات
آزمون کل زمان تبدیل عمر، طول مانده

پیش گفتار ١

تابع واسطه به ͳی دارد. وجود روش دو ،ͳاحتمال توزیع های با ها داده آماری تحلیل و تجزیه و مدل٢سازی در
مͳ شود. انجام ͳچندک تابع واسطه به دیΎری و توزیع

مͳ شود[١] تعریف زیر صورت به ͳچندک تابع باشد F(X) توزیع تابع دارای ،X ͳتصادف متغیر این که فرض با

Q(u) = F−١(u) = inf{x : F (x) ≥ u}, ٠ ≤ u ≤ ١ (١)
١tayebeh.kenarangi@stu.um.ac.ir
٢razmkhah−m@um.ac.ir
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۵٢ م. رزمخواه، ط.، ،ͳکنارنگ

مانند مواردی در ͳچندک تابع وجود این با مͳ شود. انجام توزیع تابع اساس بر مدل سازی آماری، مطالعات بیشتر در
باشد. مفید مͳ تواند نیست معلوم توزیع تابع شل یا و داریم افتاده دور داده زمانͳ که

ͳتصادف متغیر برای که است شده شناخته اندازه Έی عمر طول مانده ͳباق میانگین تابع اعتماد، قابلیت مفاهیم بین در
مͳ شود تعریف زیر به صورت ،X ͳنا منف

m(x) = E(X − x|X > x) =
١

F̄ (x)

∫ ∞

x

F̄ (t)dt. (٢)

که این فرض با را سیستم Έی عمر طول متوسط حقیقت در عمر مانده ͳباق میانگین تابع فوق، تعریف اساس بر
صعودی اکیداً و پیوسته F(x) و F(0)=0 که حقیقت این از استفاده با مͳ دهد. نشان باشد کرده کار x زمان از بیشتر
که ͳچندک عمر مانده ͳباق میانگین تابع به بΎیریم نظر در Q(u) نقطه در را عمر مانده ͳباق میانگین تابع اگر است

رسید خواهیم مͳ شود تعریف زیر صورت به

M(u) = m
(
Q(u)

)
=

١
١ − u

∫ ١

u

(
Q(p)−Q(u)

)
dp, ٠ ≤ u ≤ ١. (٣)

مانده ͳباق میانگین تابع با ها توزیع از ͳکلاس دوم، بخش در است. شده ͳسامانده ذیل شرح به مقاله این ادامه
چهارم بخش در مͳ کنیم. بیان را آن اعتماد قابلیت ویژگͳ های سوم بخش در و ͳمعرف را معکوس ͳخط ͳچندک عمر
پنجم بخش در و مͳ کنیم ͳمعرف را دوم درجه ͳچندک عمر مانده ͳباق میانگین تابع با توزیع ها از جدیدی کلاس

مͳ دهیم. انجام نتیجه گیری

کلاس توصیف ٢
با شود. گرفته نظر در ها داده از مجموعه Έی برازش برای تواند ͳم ͳچندک عمر طول مانده ͳباق میانگین توزیع
تابع اساس بر که باشد ساده تر شاید نیست دستیابی قابل ͳراحت به ها داده توزیع تابع فرم ͳگاه که این به توجه
ها توزیع از کلاس Έی بخش، این در شد. وارد ͳواقع های داده مجموعه به توزیع Έی برازش مبحث در ،ͳچندک

کنیم[١] ͳم فرض ͳعبارت به گیریم. ͳم نظر در را معکوس ͳخط ͳچندک عمر طول مانده ͳباق میانگین تابع با

M(u) =
١

a+ bu
, ٠ ≤ u ≤ ١, (۴)

طول داده های برازش برای عمل در (٣) مدل که است اهمیت حائز نکته این به  .توجه a+ b > ٠ a>0و آن در که
برای ترتیب به باشد،مͳ تواند ͳمنف یا مثبت پارامتری b این که به بسته مدل این باشد. مناسبی انتخاب مͳ تواند عمر

شود. گرفته نظر در صعودی یا ͳنزول خطر نرخ با داده هایی
مͳ کند تعیین زیر رابطه توسط را Q(u) یتا طور به M(u)

Q(u) =M(٠)−M(u) +

∫ u

٠

M(p)

١ − p
dp. (۵)

از عبارتست معکوس ͳخط ͳچندک تابع (٧) رابطه در (٣) مدل جایΎذاری با حال

Q(u) =
bu

a٢ + abu
+

log
(
a+bu
a−au

)
a+ b

. (۶)
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۵٣ آن کاربردهای و اعتماد قابلیت نظریه سمینار دومین

مͳ باشد زیر فرم به مͳ آید، بدست q(u) = dQ(u)
du رابطه از که ͳچندک ͳالΎچ تابع (۴) به توجه با

q(u) =
a+ b

(١ − u)(a+ bu)٢ . (٧)

مدل اعتماد قابلیت های ͳویژگ ٣
صورت به آن ͳچندک ضابطه که است خطر نرخ تابع اعتماد قابلیت در پر کاربرد اندازه های از ͳی

H(u) = h
(
Q(u)

)
=

١
(١ − u)q(u)

. (٨)

داریم معکوس ͳخط مدل برای (٩) و (۵) توجه بنابراین،با است. شده تعریف

H(u) =
(a+ bu)٢

a+ b
, a > ٠, a+ b > ٠, ٠ ≤ u ≤ ١ (٩)

است. شده بیان H(u) و M(u) رابطه زیر قضیه در باشد. ͳم

اگر تنها و اگر است معکوس ͳخط ͳچندک عمر مانده ͳباق میانگین تابع دارای ،X ͳتصادف متغیر .١ قضيه

H(u) =
A

M٢(u)
, (١٠)

است. مثبت ثابت مقدار Έی A که

فرم به که ͳچندک عمر طول مانده ͳباق واریانس تابع همچنین

V (u) =
١

١ − u

∫ ١

u

M٢(p)dp. (١١)

از عبارتست (٣) های توزیع کلاس برای مͳ شود، تعریف

V (u) =
a+ b

a+ bu
. (١٢)

گرفت. نظر در است، آمده زیر قضیه در که را رابطه ای مͳ توان آن واریانس و (٣) مدل بین که شود توجه

اگر تنها و اگر است معکوس ͳخط ͳچندک عمر مانده ͳباق میانگین تابع دارای ،X ͳتصادف متغیر .٢ قضيه

V (u) = K.M(u), (١٣)

است. مثبت ثابت مقدار Έی k که

و تجزیه در گسترده ای کاربردهای که است مشهور بسیار آماری ابزار Έی ( TTTتبدیل) آزمون کل زمان تبدیل
دارد. اعتماد قابلیت تحلیل

[۵] مͳ شود تعریف زیر صورت به TTT تبدیل

T (u) =

∫ u

٠
(١ − p)q(p)dp. (١۴)
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صورت به (٣) کلاس برای و

T (u) =
(a+ b)u

a(a+ bu)
. (١۵)

است. شده بیان زیر قضیه در T (u) و M(u) بین رابطه مͳ شود. محاسبه

اگر تنها و اگر است معکوس ͳخط ͳچندک عمر مانده ͳباق میانگین تابع دارای ،X ͳتصادف متغیر .٣ قضيه

T (u) = B.u.M(u), (١۶)

است. مثبت ثابت مقدار Έی B آن در که

جدید مدل Έی ͳمعرف ۴
فقط و بود معکوس ͳخط شل به M(u) تابع آن برای که گرفتیم نظر در را ها توزیع از ای خانواده دوم بخش در
سیستم Έی برای خطر نرخ تابع که ͳشرایط در اما باشد. ینوا داده ها خطر نرخ که بود استفاده قابل ͳشرایط در
نشان را رفتار این که شود گرفته نظر در ها توزیع از ͳکلاس رسد ͳم نظر به ͳمنطق باشد واژگون ͳگودال یا ͳگودال

گرفته ایم نظر در زیر صورت به M(u) برای دوم درجه فرم Έی منظور بدین دهد.

M(u) = a+ bu+ cu٢, ٠ ≤ u ≤ ١, (١٧)

زیر صورت به (١٧) ͳچندک تابع ،(٧) از استفاده با حال . c ̸= ٠ که طوری هستند ͳثابت مقادیر c و b, a آن در که
مͳ آید بدست

Q(u) = −(a+ b+ c) log(١ − u)− (٢b+ c)u− cu٢

٢
. (١٨)

از عبارتست ͳچندک ͳالΎچ تابع (١٨) به توجه با همچنین

q(u) =
a+ b+ c

١ − u
− ٢b+ (١ + u)c. (١٩)

دامنه و تمرکز شاخص Έی که میانه مثال عنوان به نمود. محاسبه را توزیع های شاخص توان ͳم (١٧) کلاس در
مͳ شوند محاسبه زیر فرم به است ͳپراکندگ شاخص Έی که (IQR) ͳچارک میان

M = Q(
١
٢
) = (a+ b+ c) log ٢ − b− ۵c

٨
,

(٢٠)

IQR = Q(
٣
۴
)−Q(

١
۴
)

= (a+ b+ c) log ٣ − b− ٣c
۴
. (٢١)

۵۴



۵۵ آن کاربردهای و اعتماد قابلیت نظریه سمینار دومین

نمود. ارائه مناسب شاخص های نیز توزیع خصوصیات سایر برای مͳ توان مشابه صورت به
مͳ آید بدست زیر صورت به (٩) رابطه از استفاده با خطر نرخ تابع (١٧) کلاس برای

H(u) =
١

a+ (٢u− ١)b+ (u٢ − ١)c
. (٢٢)

است. شده بیان زیر قضیه در (١٧) کلاس برای H(u) و M(u) بین رابطه

اگر تنها و اگر است دوم درجه ͳچندک عمر مانده ͳباق میانگین تابع دارای ،X ͳتصادف متغیر .۴ قضيه

M(u) + bu−D =
١

H(u)
(٢٣)

است. مثبت ثابت مقدار Έی D که

مͳ باشد زیر فرم به (١۴) به (١٧)بنا کلاس برای TTT تبدیل همچنین

T (u) = au+ b(u٢ − u) +
cu٣

٣
. (٢۴)

مدل مشخصه های بین روابط ͳبررس و شده ͳمعرف کلاس برای روابط سایر که است ذکر به لازم بخش این پایان در
. مͳ باشد انجام دست در

گیری نتیجه ۵
دادیم. قرار مطالعه مورد را معکوس ͳخط ͳچندک عمر مانده ͳباق میانگین با ها توزیع از ͳکلاس ابتدا مقاله، این در
تابع به توجه با M(u) که این راستای در ادامه، در کردیم. بیان را آن اعتماد قابلیت های ͳویژگ از ͳبرخ همچنین
ͳباق میانگین تابع با را جدیدی کلاس باشد داشته ͳمتفاوت اشال مختلف های زمان در است ممن خطر نرخ

کردیم. ͳمعرف دوم درجه ͳعمرچندک مانده
داد: قرار بیشتر ͳبررس مورد را زیر موارد توان ͳم مقاله این مطالب ادامه در شود توجه

نمود. مشخص مͳ گیرند، قرار ͳکلاس چه در داده ها این که تعیین و M(u) برآورد برای ͳروش •
نمود. ارائه شده ͳمعرف مدل های از Έی هر پارامترهای برآورد برای ͳروش •

گرفت. نظر در ͳواقع داده های به شده ͳمعرف مدل های برازش نیویی تشخیص برای آزمون •
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فارلͳ‐گامبل‐مورگنسترن‐نمایی‐بتا دومتغیره خانواده ͳمعرف

٣ حمزه ترابی، ٢ ͳعیس محمودی، ١ نسترن مرزبان،

یزد دانشΎاه ،ͳریاض دانشده آمار، گروه

چیده
سپس مͳ شود. بیان فارلͳ‐گامبل‐مورگنسترن‐نمایی‐بتا دومتغیره ی ͳالΎچ تابع تولید روش مقاله این در
کانتور ͳمنحن بین ارتباط پایان، در و مͳ آید به دست ماکسیمم درستنمایی روش از بهره گیری با توزیع این پارامترهای

شد. خواهد ͳبررس شده برازش کانتور ͳمنحن و تجربی

حاشیه ای ͳالΎچ تابع توزیع، نظریه نمایی، توزیع فارلͳ‐گامبل‐مورگنسترن، توزیع کلیدی: کلمات

پیش گفتار ١

کردند: ارائه بتا هسته ی با چندمتغیره توزیع تولید برای را ͳروش زیر، تبدیل نظرگرفتن در با [١] هماران و آرنولد

X١ = F−١
١ (V١; ),

X٢ = F−١
٢ (V٢|X١; ) = F−١

٢ (V٢|F−١
١ (V١); ),

...
Xm = F−١

m (Vm|X١, ...Xm−١; )

= F−١
m

(
Vm|F−١

١ (V١; ), ..., F
−١
m−١(Vm−١|F−١

١ (V١; ), ...);
)
,

(١)
١nastaran.marzban@stu.yazd.ac.ir
٢emahmoudi@yazd.ac.ir
٣htorabi@yazd.ac.ir
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۵٧ آن کاربردهای و اعتماد قابلیت نظریه سمینار دومین

دلخواه F و ∼ F (; ) و است ،i = ١,٢, ...,m ،fai,bi ͳالΎچ تابع با Beta(ai, bi) خانواده ی به متعلق Vi آن در که
داریم همچنین و هستند بعدی k و m بردارهای به ترتیب و که است

F١(x١; ) = P(X١ ⩽ x١),

F٢(x٢|x١; ) = P(X٢ ⩽ x٢|X١ = x١),

...
Fm(xm|x١, ..., xm−١; ) = P(Xm ⩽ xm|Xi = xi; i = ١,٢, ...,m− ١).

مͳ آید: به دست زیر به صورت ͳتصادف بردار ͳالΎچ تابع ژاکوبین، محاسبه ی از پس

f(; , , ) = f(x١, x٢, ..., xm; )

×
m∏
i=١

fai,bi

(
Fi(xi|x١, ..., xi−١; )

)
.

(٢)

ͳراحت به همیشه ͳشرط توزیع تابع و مͳ شود بیان ͳشرط توزیع های اساس بر حاصل ͳالΎچ تابع که است  روشن
با چندمتغیره ͳالΎچ تابع کردن پیدا برای تلاش و نبود مناسب چندان مذکور روش رو، این از نمͳ شود؛ محاسبه
بتا هسته ی با متغیره چند توزیع تولید برای را روش سه [۵] هماران و سارابیا سرانجام که یافت ادامه بتا هسته ی
،[۴] لیو و الین توسط ترتیب به که دومتغیره بتای توزیع های تولید روش های پایه ی بر روش ها این که کردند ارائه
توزیع (١) تبدیل گرفتن نظر در با مقاله این در هستند. شدند، ͳمعرف [٢] نگ و آرنولد و [٣] جونز و ͳال‐باسیون

مͳ شود. داده شرح آن ویژگͳ های و شده ͳمعرف فارلͳ‐گامبل‐مورگنسترن‐نمایی‐بتا دومتغیره
است: چنین (FGM) فارلͳ‐گامبل‐مورگنسترن دومتغیره توزیع تابع

F (u, v; γ) = uv[١ + γ(١ − u)(١ − v)], ٠ < u, v < ١, −١ ≤ γ ≤ ١.

مͳ آید: به دست زیر به صورت متناظر ͳالΎچ تابع فوق، توزیع تابع از مشتق گیری از پس

f(u, v; γ) = [١ + γ(٢u− ٢)(١v − ١)], ٠ < u, v < ١, −١ ≤ γ ≤ ١

هم توزیع Y و X آن در که v؛ = ١ − e−y و u = ١ − e−x دهیم قرار به ترتیب v و u جای به بالا ͳالΎچ تابع در اگر
با است برابر (X,Y ) توام ͳالΎچ تابع آن گاه هستند، Έی پارامتر با نمایی به خانواده  متعلق و

f(x, y; γ) = e−x−y[١ + γ(٢e−x − ٢)(١e−y − ١)], ٠ < x, y − ١ ≤ γ ≤ ١.

شرط به Y ͳالΎچ تابع هستند، Έی پارامتر با نمایی توزیع دارای حاشیه ای ͳتصادف متغیرهای که این به توجه با
مͳ آید: به دست زیر به صورت ،f(y|x) ،X = x

fY |X(y|x) = f(x, y; γ)

fX(x)
=

e−x−y[١ + γ(٢e−x − ٢)(١e−y − ١)]
e−x

= e−y(١ + γ − ٢γe−x)− ٢γe−٢y(١ − ٢e−x).
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کرد: محاسبه زیر به صورت مͳ توان را F (y|x) توزیع، تابع تعریف بنابر

FY |X(y|x) = P (Y ≤ y|x) =
∫ y

٠
[e−t(١ + γ − ٢γe−x

−٢γe−٢t(١ − ٢e−x)]dt

= ١ + e−٢y(γ − ٢γe−x) + e−y(٢γe−x − γ − ١)

با: است برابر فارلͳ‐گامبل‐مورگنسترن‐نمایی‐بتا دومتغیره ͳالΎچ تابع (٢) رابطه ی به توجه با

f(x, y; γ, a١, b١, a٢, b٢) = e−x−y[١ + γ(٢e−x − ٢)(١e−y − ١)]

× (١ − e−x)(a١−١)(e−x)(b١−١)

B(a١, b١)

×
(
e−٢y(γ − ٢γe−x)

+e−y(٢γe−x − γ − ١) + ١
)a١−٢

×
(
− e−٢y(γ − ٢γe−x)

−e−y(٢γe−x − γ − ١)
)b١−٢

× ١
B(a٢, b٢)

. (٣)

ͳالΎچ تابع هماران[١]، و آرنولد مͳ بریم. کار به را (X,Y ) ∼ FGMEB(γ, a١, b١, a٢, b٢) نماد ،ͳسادگ برای
٠ < آن در که کردند تولید ،(١) رابطه ی تبدیلات گرفتن نظر در با را فارلͳ‐گامبل‐مورگنسترن‐بتا دومتغیره ی
حاصل ͳالΎچ تابع مͳ شود سبب ͳویژگ این .x, y > ٠ ،(٣) رابطه ی در شده تولید ͳالΎچ تابع در اما .x, y < ١

تبدیلات به توجه با باشد. مناسب تر هماران، و آرنولد توسط شده تولید ͳالΎچ تابع به نسبت داده ها به برازش برای
با هستند برابر به ترتیب Y و X ،ͳشرط توزیع توابع و (١) رابطه ی

X = − log(١ − V١),

Y = − log

(
−(٢γe−x − γ − ١)

٢(γ − ٢γe−x)

−
√
(٢γe−x − γ − ٢(١ − ۴(١ − V١)(٢ − ٢γe−x)

٢(γ − ٢γe−x)

)
.

(۴)

پژوهش دست آورد های ٢

ͳوابستگ ͳبررس به سپس و مͳ کنیم برآورد ماکسیمم درستنمایی روش از استفاده با را پارامترها آغاز در بخش این در
مͳ شود. رسم شده برازش کانتور ͳمنحن و تجربی کانتور ͳمنحن ،ͳالΎچ تابع شل پایان، در و مͳ پردازیم Y و X بین
شبیه سازی ۴ تبدیلات گرفتن نظر در با FGMEB(٠٫٩,٣,۴,۵,۶) توزیع از تایی ۵٠٠ نمونه Έی پارامترها: برآورد
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روش از استفاده از پس مͳ کنیم. برآورد را موجود پارامتر ۵ ماکسیمم درستنمایی برآورد روش از استفاده با و مͳ کنیم
مͳ شود: حاصل زیر صورت به اعشار رقم سه تا نتیجه R نرم افزار در ماکسیمم درستنمایی برآورد

(γ̂, â١, b̂١, â٢, b̂٢) = (−٠٫٨٨٣,٢٫٩٧۵,٣٫٩٢٣,۴٫٨٩٢,۵٫٧٠۴),

.١٧٢/٣٧ با است برابر درستنمایی لΎاریتم آن در و است Έنزدی ͳواقع مقدار به پارامترها برآورد که است واض

ͳوابستگ تابع آن گاه کنیم، تعریف g(x, y) =
∂٢ log f(x, y)

∂x∂y
صورت به را ͳموضع ͳوابستگ تابع اگر :ͳوابستگ

مͳ آید: به دست زیر به صورت فارلͳ‐گامبل‐مورگنسترن‐نمایی دومتغیره ی خانواده ی برای ͳموضع

g(x, y) =
۴γe−x−y

(١ + γ(٢e−x − ٢)(١e−y − ٢((١ .

،٠ ≤ γ ≤ ١ اگر و است دو مرتبه ی معکوس قانون دارای ͳالΎچ تابع این آن گاه ،−١ ≤ γ ≤ ٠ اگر که است روشن
است. دو مرتبه ی تام مثبت ͳویژگ دارای مذکور ͳالΎچ تابع

با: است برابر فارلͳ‐گامبل‐مورگنسترن‐نمایی‐بتا دومتغیره ی خانواده ی برای ͳموضع ͳوابستگ تابع

g∗(x, y) =
٢γ(a٢ − ١)e−x−y

(١ − γe−y + ٢γe−x−y)٢

+
٢γ(b٢ − ١)e−x−y

(١ + γ − γe−y − ٢γe−x + ٢γe−x−y)٢

+g(x, y).

دومتغیره ی خانواده ی رفتار مشابه فارلͳ‐گامبل‐مورگنسترن‐نمایی‐بتا دومتغیره ی خانواده ی ͳالΎچ تابع رفتار بنابراین
است. ͳمنف نوع از Y و X ͳوابستگ آن گاه −١ ≤ γ ≤ ٠ اگر ͳعبارت به است؛ فارلͳ‐گامبل‐مورگنسترن‐نمایی

شده: برازش کانتور ͳمنحن و تجربی کانتور ͳمنحن ،ͳالΎچ تابع شل
روشن است. شده رسم شده داده برازش کانتور ͳمنحن و تجربی کانتور ͳمنحن ،ͳالΎچ تابع شل زیربخش این در
کانتور ͳمنحن روی از است. منطبق تجربی کانتور ͳمنحن روی بر خوبی به شده برازش کانتور ͳمنحن که است
متغیر دو این بین ͳوابستگ اینجا در که داد؛ تشخیص را Y و X بودن راست یا چپ به چوله و ͳوابستگ نوع مͳ توان
به چوله دو هر همچنین و کرد برازش کانتور ͳمنحن این به مͳ توان ͳبه راحت را y = x خط زیرا است مثبت نوع از

هستند. راست
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شده داده برازش کانتور ͳمنحن و تجربی کانتور ͳمنحن ،ͳالΎچ تابع شل :١ شل

مراج΄
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اول نوع سانسور گرفتن نظر در با ͳجزئ دهنده شتاب آزمون Έی ͳطراح
مشاهدات عمر طول احتمال توزیع تابع پارامترهای برآورد برای

٢ م ،ͳرمضان ١ ر ،ͳرمضان

دامغان دانشΎاه کامپیوتر، علوم و ͳریاض دانشده آمار، گروه

چیده
و بر زمان غالباً عادی عملردی شرایط Έی در بالا اطمینان قابلیت با محصولات برای عمر طول های آزمون
ͳم ͳطولان عمر طول آزمون اجرای تحلیل، برای قبول قابل شست تعداد Έی به رسیدن برای زیرا هستند بر هزینه
ͳریاض مدل Έی از استفاده با یا و بوده معلوم دهنده شتاب فاکتور دهنده، شتاب عمر طول های آزمون در گردد.
آن محاسبه برای ͳمدل یا و نبوده معلوم دهنده شتاب فاکتور اوقات ͳبرخ در ͳول آورد. دست به را آن توان ͳم
مقاله این در هستند. استفاده برای خوبی راهار ͳجزئ دهنده شتاب های آزمون مواردی چنین در ندارد. وجود
این بر فرض است. شده ارائه Έی نوع سانسور گرفتن نظر در با و ثابت استرس با ͳجزئ دهنده شتاب آزمون Έی
پارامترها برآورد برای باشد. ͳم وایبل توزیع از ͳتعمیم آزمون تحت واحدهای عمر طول ͳاحتمال توزیع که است
کارلو مونت سازی شبیه مطالعه Έی از نیز روش ارزیابی برای است. شده استفاده ماکزیمم درستنمایی روش از

است. شده استفاده

کارلو مونت سازی شبیه ، وایبل توزیع ،Έی نوع سانسور دهنده، شتاب آزمون کلیدی: کلمات

پیش گفتار ١

هزینه و بر زمان غالباً عادی عملردی شرایط Έی در بالا اطمینان قابلیت با محصولات برای عمر طول های آزمون
معمولا˦ آید. بدست تحلیل برای ͳقبول قابل های شست تعداد تا بΎذرد ͳطولان زمان Έی بایست ͳم زیرا است بر

١r_ramezani@du.ac.ir
٢maryamramezani73@gmail.com
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با و کوتاه زمان مدت در ͳمحصولات چنین مورد در اطلاعات کسب برای ALT١ عمر دهنده شتاب های آزمون از
سط کاهش یا (افزایش شدیدتر ͳمحیط شرایط تحت سیستم آزمون ها این در گردد. ͳم استفاده کمتر ایی هزینه
آزمون برگزاری طول در کوتاهتری زمان مدت Έی در را شست لذا می Ύیرد، قرار ͳطبیع شرایط به نسبت ( استرس
و ͳاسترس شرایط تحت عمر طول مدل ͳپیش بین برای روش این از آمده بدست اطلاعات نمود. مشاهده توان ͳم
از اغلب اطمینان قابلیت ͳمهندس در شود. ͳم گرفته بار ͳطبیع شرایط تحت عمر طول توزیع خصوصیات برآورد
محاسبات و ͳشناس روش روی بر خوبی مرور Έی [٢] و [١] گردد. ͳم استفاده ثابت استرس با ALT های آزمون
مورد سری های سیستم برای ALT های آزمون [۵] و [۴] ، [٣] در اند. نموده ارائه ثابت استرس با ALT های مدل

است. گرفته قرار ͳبررس
آوردن دست به برای لذا است. وایبل یافته تعمیم توزیع عمر طول ͳاحتمال توزیع که است این بر فرض مقاله این در
Έی نوع سانسور گرفتن نظر در با ͳجزئ دهنده شتاب آزمون Έی از عادی عملردی شرایط در اطمینان قابلیت تابع
Έی از استفاده با است. شده استفاده درستنمایی ماکزیمم روش از نیز پارامترها برآورد برای است. شده استفاده

است. گرفته قرار ͳبررس مورد نیز روش کارایی کارلو مونت سازی شبیه
عمر طول T سنسور، زمان tc آزمایش، تحت واحدهای کل تعداد با برابراست n از: عبارتند شده استفاده نمادهای
واحد عمر طول ti دهنده، شتاب فاکتور K = T/X,K > 1 دهنده، شتاب شرایط در عمر طول X عادی، شرایط در

باشد. ͳم شتابی شرایط در ام j واحد عمر طول xj و عادی شرایط در ام i

ثابت استرس با ͳجزئ دهنده شتاب آزمون اجرای رویه ٢
تقسیم واحد n(1-p) و np های اندازه با بخش دو به ͳتصادف صورت به آزمایش واحد n ابتدا آزمون این اجرای برای
ͳم قرار آزمون تحت ͳاسترس شرایط در بعدی نمونه و عادی شرایط در اول نمونه است). نمونه نسبت p) شوند ͳم
فرض بود. خواهد کار حال در شرایط تغییر بدون tc سانسور زمان به رسیدن تا نمونه هر در آزمون واحد هر گیرد.
قابلیت احتمال، ͳالΎچ توابع با یافته تعمیم وایبل توزیع عادی شرایط در عمر طول توزیع الف) که است این بر

باشد: ͳم t, β, η > 0 برای ذیل خطر نرخ و اطمینان

f(t) = βηt−(β+١)e−ηt−β

, F (t) = e−ηt−β

, h(t) =
βηt−(β+١)

eηt−β − ١
(١)

زمان ج) هستند وهمتوزیع مستقل عادی کاری شرایط تحت ti, i = 1, ..., n(1 − p) عمر طول های زمان ب)
xj , ti عمر طول های زمان د) هستند وهمتوزیع مستقل دهنده شتاب شرایط تحت xj , j = 1, ..., np عمر طول های

از: است عبارت دهنده شتاب شرایط در احتمال ͳالΎچ تابع ،K = T/X,K > 1 رابطه به توجه با

f(x) = βKη(Kx)−(β+١)e−η(Kx)−β (٢)

ترتیب به که ϕaj و ϕui کنید فرض است. شده استفاده درستنمایی ماکزیمم روش از توزیع پارامترهای برآورد برای
باشند: شده ذیل بصورت دهنده شتاب و عادی شرایط در نشانگر توابع

ϕui = {٠ o.w
١ ti≤tc i = ١,٢, ..., n(١ − p) (٣)

Accelerated Life Test١
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۶٣ آن کاربردهای و اعتماد قابلیت نظریه سمینار دومین

ϕaj = {٠ o.w
١ xj≤tc i = ١,٢, ..., np (۴)

از: عبارتند (xj , ϕaj) و (ti, ϕui) برای درستنمایی توابع

Lu(t̃, ϕ̃u|β, η) =
n(١−p)∏
i=١

[βηt
−(β+١)e−ηt

−β
i

i ]ϕui × [١ − e−ηt−β
c ]ϕ̄ui (۵)

La(x̃, ϕ̃a|β, η,K) =
nr∏
j=١

[βKη(Kxj)
−(β+١)e−η(Kxj)

−β

]ϕaj × [١ − e−η(Ktc)
−β

]ϕ̄aj (۶)

از: است عبارت دهنده شتاب و عادی شرایط در درستنمایی ͳکل تابع .ϕ̄aj = 1− ϕaj و ϕ̄ui = 1− ϕui بطوریه

L(t̃, x̃|K, η) = La(x̃, ϕ̃a|β, η,K)× Lu(t̃, ϕ̃u|β, η) (٧)
از: است عبارت درستنمایی ͳکل تابع لΎاریتم

l = lnL =

np∑
j=١

ϕaj [lnβ + lnK + ln η − (β + ١) lnK − (β + ١) lnxj − η(Kxj)
−β ] (٨)

+

np∑
j=١

ϕ̄aj [η(Ktc)
−β ] +

n(١−p)∑
i=١

ϕui[lnβ + ln η − (β + ١) ln ti − ηt−β
i ] +

n(١−p)∑
i=١

ϕ̄ui[η(tc)
−β ]

نمود: حل را ذیل ͳغیرخط معادلات دستگاه بایست ͳم ماکزیمم درستنمایی برآوردگرهای آوردن دست به برای

∂l

∂β
= ٠

∂l

∂η
= ٠

∂l

∂K
= ٠

نمود. استفاده MATLAB افزار نرم در fsolve ابزار جعبه از توان ͳم ͳخط غیر معادلات دستگاه این حل برای

سازی شبیه مطالعه نتایج ٣
شده ارائه نتایج و انجام کارلو مونت سازی شبیه مطالعه Έی بخش این در پیشنهادی عمر طول آزمون ارزیابی برای
از tc = 15, 25 سنسور زمان n=10, 20, 30, 40 های نمونه حجم با ͳتصادف داده مجموعه Έی مطالعه این در است.

است. شده تولید معکوس وایبل توزیع
اند. شده فرض β = 0.75, η = 0.25,K = 1.4 بصورت نیز توزیع پارامترهای مقادیر

تکرار ۵٠٠ براساس درصد ٩۵ اطمینان فاصله و معیار انحراف پارامترها، از Έی هر درستنمایی ماکزیمم برآورد
است. آمده [١] جدول در

چقدر هر و بوده Έنزدی پارامترها ͳواقع مقادیر به شده برآورد مقادیر شود ͳم دیده [١] جدول در که همانطور
کند. ͳم پیدا کاهش نیز پارامترها معیار انحراف یابد افزایش نمونه حجم
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β = 0.75, η = 0.25,K = پارامترهای و ثابت استرس با ͳجزئ دهنده شتاب آزمون پارامترهای برآورد نتایج :١ جدول
1.4, p = 0.3

UCL LCL SE MLE n tc

١٬٨١٩٠ ٠٬۶١٨٩ ٠٬١١١٢ ١٬۴٢٩۵ K

١٬٧٧٠٩ ٠٬٠۵١٣ ٠٬٢٠۴۶ ٠٬٨٧٨٣ β ١٠
٠٬۶۴٨٢ ٠٬٠١٧١ ٠٬٠٢۴٩ ٠٬٢٩٠۶ η ١۵
١٬٨۶٨٢ ١٬٠٠۶۶ ٠٬٠۵٠٣ ١٬٣٩٩۶ K

١٬١٨٣۵ ٠٬٢۵٠۵ ٠٬٠٩٠٢ ٠٬٨٢٣٣ β ٢٠
٠٬٣٩۴۵ ٠٬٠٨٣۵ ٠٬٠١٠٠ ٠٬٢٧۴٢ η

١٬۵٩۶٢ ٠٬٩٧٢۵ ٠٬٠٣٢٧ ١٬٣٩٣٠ K

١٬٢۵١١ ٠٬٣٨۶٧ ٠٬٠۵٨۶ ٠٬٨١٠۴ β ٣٠
٠٬۴١٧٠ ٠٬١٢٨٩ ٠٬٠٠۶۶ ٠٬٢۶٨١ η ٢۵
١٬٨٣۵٣ ١٬١۴٨٧ ٠٬٠٢۴۶ ١٬٣٩١٩ K

٠٬٩٨٠٩ ٠٬٣٣٢۴ ٠٬٠٣٨١ ٠٬٧٩٠٨ β ۴٠
٠٬٣٢۶٩ ٠٬١١٠٨ ٠٬٠٠۴٢ ٠٬٢۶٢٠ η
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با و خرابی مد چند با ͳانیم های سیستم اطمینان قابلیت سازی مدل
ͳپایش متغیرهای گرفتن نظر در

١ ر ،ͳرمضان

دامغان دانشΎاه کامپیوتر، علوم و ͳریاض دانشده آمار، گروه

چیده
ارتعاش میزان افزایش مثال عنوان به دهند ͳم نشان خود از را ͳعلائم خرابی، از قبل ͳانیم های سیستم
طول همچنین نمود. ͳبین پیش را خرابی زمان حدی تا توان ͳم سیستم متغیرهای ͳبرخ پایش با بنابراین سیستم.
لازم هایی سیستم چنین تحلیل برای بنابراین باشد ͳم خرابی مد چند تاثیر تحت غالباً ͳانیم سیستم Έی در عمر
متغیرهای عنوان به ͳپایش متغیرهای از مقاله این در شود. گرفته نظر در بنحوی خرابی مدهای این ترکیب است
شده استفاده خرابی مد چند با ͳانیم های سیستم خرابی زمان ͳبین پیش برای آمیخته وایبل مدل Έی در ͳکم

است.

وضعیت پایش وایبل، توزیع خرابی، مد چند با های سیستم آمیخته، مدل کلیدی: کلمات

پیش گفتار ١
توان ͳم وضعیت پایش های داده یا و عمر طول های داده از ،ͳانیم سیستم Έی در خرابی ͳبین پیش برای
توزیع تابع برآورد برای عمر طول گذشته های داده از غالباً اطمینان قابلیت تحلیل های روش در نمود. استفاده
فقط هستند خرابی از قبل ͳده سرویس زمان طول به مربوط که عمر طول های داده شود. ͳم استفاده شست
مناسب متفاوت عملردی شرایط تحت شست فرآیند بندی مدل برای و بوده شست نهایی نتیجه دهنده نشان
ͳده سرویس زمان طول در ارتعاشات سیΎنال مانند ͳانیم سیستم Έی وضعیت پایش های داده اما نیستند.
سیستم Έی در شست که این برای بنابراین باشد. ͳم سیستم خرابی زمان و فرسایش دوره مورد در ͳاطلاعات حاوی

١r_ramezani@du.ac.ir
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وضعیت پایش و عمر طول های داده ترکیب برای مناسب راهار Έی به نیاز شود داده تشخیص ͳدرست به ͳانیم
شده ͳمعرف آمیخته ͳپایش مخاطره مدل Έی [٢] در است. شده ͳمعرف ساده ͳپایش مخاطره مدل [١] در باشد. ͳم
مقاله این در دهد. نشان را بهتری نتایج ساده ͳپایش مخاطره مدل به نسبت توانسته ͳپزش زمینه در بارگیری با که
مدل این در است. شده ͳمعرف ͳانیم سیستم Έی شست ͳبین پیش برای آمیخته وایبل ͳپایش مخاطره مدل Έی
استفاده سیستم عمر طول ͳاحتمال توزیع برآورد برای خرابی مد چند از حاصل وضعیت پایش و عمر طول های داده

شد. خواهد

آمیخته وایبل ͳپایش مخاطره مدل ٢
از: است عبارت خطر نرخ تابع ساده ͳپایش مخاطره مدل در

h(t, zt) = h٠(t) exp(γ · zt), (١)

تحت سیستم متغیرهای مقادیر zt است، ͳده سرویس زمان طول به وابسته و بوده مبنا مخاطره نرخ h0(t) بطوریه
متغیرهای از بردار Έی zt ، ساده ͳپایش مخاطره مدل در باشد. ͳم ͳرگرسیون ضرایب بردار γ و t زمان در پایش
تحت متغیرهای از Έی هر وزن نیز γ و دهد ͳم کاهش یا و افزایش را سیستم نسبی مخاطره نرخ که بوده ͳکم
ͳانیم های سیستم شست نرخ بندی مدل در اینکه به توجه با نماید. ͳم مشخص شست فرآیند در را پایش
نرخ عنوان به وایبل توزیع مخاطره نرخ تابع ساده، ͳپایش مخاطره مدل در اگر شود ͳم استفاده وایبل توزیع از غالباٌ

آید: ͳم بدست ذیل بصورت ساده وایبل ͳپایش مخاطره مدل مخاطره تابع شود گرفته نظر در مبنا مخاطره

h(t, zt) =
β

η

( t
η

)β−١
exp(γ · zt)· (٢)

از: است عبارت ساده وایبل ͳپایش مخاطره مدل اطمینان قابلیت تابع بنابراین

R(t, zt) = exp
[
−
∫ t

٠
h(t, zt)dt

]
= exp

[
−
( t
η

)β
exp(γ · zt)

]
, (٣)

ͳم کار آنقدر معمولا˦ ͳانیم سیستم Έی است. شده استفاده درستنمایی ماکزیمم روش از پارامترها برآورد برای
سیستم Έی در عمر طول های داده بنابراین گیرد. ͳم قرار تعمیر تحت کامل خرابی از پیش یا شود خراب تا کند
داده نوع دو این مبنای بر درستنمایی تابع باشند. ͳم شده سانسور های زمان و شست های زمان شامل ͳانیم

از: است عبارت

L(β, η, γ) =
n∏

i=١
f(ti, zti)

m∏
j=١

R(tj , ztj ), (۴)

L(β, η, γ) =

n∏
i=١

β

η

( ti
η

)β−١
exp(γ · zti)

m∏
j=١

exp
[
−
( tj
η

)β
exp(γ · ztj )

]
,

شود. ͳم داده قرار صفر برابر و گرفته ͳجزئ مشتق β, η, γ پارامترهای به نسبت بالا رابطه از پارامترها، برآورد برای
منظور این برای نیست. مناسب خرابی مد چند با ͳانیم های سیستم عمر طول سازی مدل برای ͳتک وایبل مدل
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۶٧ آن کاربردهای و اعتماد قابلیت نظریه سمینار دومین

احتمال ͳالΎچ تابع است. شده پیشنهاد خرابی مد هر برای پایش متغیرهای گرفتن نظر در با ذیل آمیخته وایبل مدل
از: است عبارت

f(t, zt) =

p∑
g=١

λgfg(t, zt), (۵)

بیانگر p و شست فرآیند در خرابی امین g نسبت میزان λg خرابی، مد امین g احتمال ͳالΎچ تابع fg(t, z) بطوریه
باشد: ذیل بصورت خرابی مد امین g مخاطره تابع اگر باشد. ͳم خرابی مدهای تعداد

hg(t, zt) =
βg
ηg

( t

ηg

)βg−١
exp(γ·zt). (۶)

از: است عبارت سیستم خرابی زمان احتمال ͳالΎچ تابع بنابراین

f(t, zt) =

p∑
g=١

λg
βg
ηg

( t

ηg

)βg−١
exp(γ · zt) exp

[
−
( t

ng

)βg

exp(γ · zt)
]
.

از: است عبارت آن لΎاریتم و درستنمایی تابع بنابراین

L(β, η, γ, λ) =

p∏
g=١

( ng∏
i=١

λgfg(ti, zti)

mg∏
j=١

λgRg(tj , ztj )
)
,

ln[L(β, η, γ, λ)] =

p∑
g=١

[
(ng +mg)

(
lnλg + ln

βg
ηg

)
+

ng∑
i=١

ln
( ti
ηg

)βg−١

+

ng∑
i=١

γ · zti −
mg∑
j=١

( tj
ηg

)β
exp(γ · ztj )

]
.

از استفاده با و بالا رابطه کردن ماکزیمم طریق از آمیخته وایبل نسبی مخاطره مدل نامعلوم پارامترهای بنابراین
آمد. خواهد بدست [٣] در شده ͳمعرف تکراری الΎوریتم

موردی مطالعه Έی نتایج ٣
[٢] جدول دهد. ͳم نشان را آب قوی فشار پمپ Έی پایش تحت متغیرهای و عمر طول های داده [١] جدول
شود ͳم دیده [٢] جدول در که همانطور دهد. ͳم نشان را آمیخته و ساده وایبل ͳپایش مخاطره مدل دو برازش نتایج

باشد. ͳم ساده وایبل از کمتر بسیار آمیخته وایبل مدل در MSE مقدار

مراج΄
[1] Sun, Y., Ma, L., Mathew, J., Wang, W. and Zhang, S. (2006), Mechanical systems hazard estimation

using condition monitoring, Mech.Syst.Signal Process. 20, 1189–1201.
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۶٨ ر. ،ͳرمضان

آب قوی فشار پمپ Έی پایش تحت متغیرهای و عمر طول تجربی های داده :١ جدول
(C٠) یاتاقان دمای (mm/s) ارتعاش (بار) ͳخروج فشار (hr)عمر طول خرابی مد شماره

٨٣٬٣ ۶٬۴ ٢١٧٬٢ ١٣۶ رینگ آب ͳنشت ١
٨٨٬٧ ٢۴٬٧ ٢١۵٬۶ ٣٨٧ رینگ آب ͳنشت ٢
٩۵٬۵ ٢٠٬۶ ٢١٣٬۴ ٢٢ رینگ آب ͳنشت ٣
٩٨ ٢٠٬٨ ٢١٧٬٢ ۶٩٨ رینگ آب ͳنشت ۴

٧٨٬۵ ١١٬۴ ٢١٧٬١ ٧٧٢ رینگ آب ͳنشت ۵
٧۶٬۵ ١١٬۴ ٢٢٠٬۵ ١۴٩۵ رینگ آب ͳنشت ۶
٨٢٬۴ ١٧٬٣ ٢١٩٬۴ ٣٢۴ رینگ آب ͳنشت ٧
٩٢٬۵ ١١٬٣ ٢١٢٬٢ ١٣۵٧ رینگ آب ͳنشت ٨
٧٨٬١ ۴٬۵ ٢١٧٬١ ٨۶ رینگ آب ͳنشت ٩
٩۵٬۵ ٢٠٬۶ ٢١٣٬۴ ۵۴۵ یاتاقان خرابی ١٠
٨٢٬۴ ١٧٬٣ ٢١٩٬۴ ٣٢۴ یاتاقان خرابی ١١
٩٢٬۵ ١١٬٣ ٢١٢٬٢ ١٣۵٧ یاتاقان خرابی ١٢
٨۴٬۶ ۵٬٢ ٢٢٠٬٣ ١٧٠٩ یاتاقان خرابی ١٣
٩١٬٣ ۵٬۵ ٢١٨٬۴ ١۶٢٢ یاتاقان خرابی ١۴
٩١٬٩ ١٠٬٢ ٢١٣٬٨ ١۶٩٢ یاتاقان خرابی ١۵

آمیخته و ساده وایبل ͳپایش مخاطره مدل دو پارامترهای برآورد نتایج مقایسه :٢ جدول
MSE γ٣ γ٢ γ١ λ η٢ β٢ η١ β١

٣٬۵۴ ‐٣٬٢۶ ٢٬٨٠ ١٬۴۴ ٠٬۶۴ ٨٨٧٬۴٠ ٢٬۶١ ۶٢٢٬٣١ ١٬١٣ آمیخته وایبل ͳپایش مدل
٩٬٣٨ ‐٢٬۴٢ ٢٬٣٧ ٠٬٨۴ ‐ ‐ ‐ ۶٨٣٬۴١ ١٬٣٩ ساده وایبل ͳپایش مدل

[2] Ng, S.K., Mclachlan, G.J., Mathew, J., Yau, K.K.W. and Lee, A.H. (2004), Modelling the distribution
of ischaemic stroke-specific survival time using an EM-based mixture approach with random effects
adjustment, Stat.Med. 23, 2729–2744.

[3] Nelder, J.A., Mead, R. (1965), A simplex method for function minimization, Comput.J. 7, 308–313.
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فزاینده شده سانسور ͳگروه نمونه گیری طرح های بهینه سازی

٢ م توانگر، ١ م مفرد، سعیدی

اصفهان دانشΎاه ، علوم دانشده آمار، گروه

چیده

طرح مͳ شود. ارائه نامعلوم مقیاس پارامتر با وایبل توزیع برای بهینه ͳپذیرش نمونه گیری طرح Έی مقاله این در
این مͳ باشد. فزاینده ͳگروه سانسور و گروه هر در ͳناگهان مرگ آزمون واحدها، گروه بندی از ترکیبی شده ارائه

دهد. کاهش را آزمایش هزینه و زمان ملاحظه ای قابل به طور مͳ تواند نمونه گیری طرح

بهینه سازی وایبل، توزیع فزاینده، سانسور ،ͳپذیرش نمونه گیری کلیدی: کلمات

پیش گفتار ١

عیب بدون و سالم صد در صد ͳمحصولات ساخت تولیدی، فرایندهای در متعدد عوامل تأثیر و حضور به توجه با
باید لذا نیست صرفه به مقرون نیز اقتصادی نظر از و نبوده ممن عوامل این کامل کنترل که جا آن از و نیست ممن
نمونه گیری در است. کار این انجام شیوه های از ͳی ͳپذیرش نمونه گیری شوند. کنترل تولیدی محصولات کیفیت
به را سالم محصولات و کرده نمونه گیری تولید، مختلف مراحل در خود محصول از به دفعات تولیدکننده ͳپذیرش
نمونه گیری طرح در مͳ ریزد. دور یا و کرده تعمیر را معیوب محصولات که ͳحال در مͳ کند، ارسال بعدی مراحل
محدودیت های به توجه با مͳ شوند. مشخص محموله پذیرش یا رد جهت تصمیم قواعد و نمونه اندازه ͳپذیرش
طرح های بهینه سازی آزمون، هزینه و زمان نمونه، اندازه کاهش به منظور مصرف کننده و تولید کننده توسط شده ایجاد

مͳ رود. به شمار ͳحیات و ضروری مسأله Έی ͳپذیرش نمونه گیری
١m.saeidimofrad@sci.ui.ac.ir
٢m.tavangar@stat.ui.ac.ir
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٧٠ م. توانگر، م.، مفرد، سعیدی

تمام شست از پیش اعتماد قابلیت در طول عمر آزمایشات معمولا˦ هزینه و زمان محدودیت های به توجه با
پیش از شست تعداد مشاهده از پس آزمایش II نوع سانسور در مثال به طور مͳ یابند. پایان نمونه واحدهای
واحدها گذاشتن کنار امان آن در که است کلͳ تری سانسور طرح فزاینده II نوع سانسور مͳ یابد. پایان تعیین شده
Έی به عنوان مͳ توان [١] کرامر و بالاکریشنان از دارد. وجود آزمایش پایان از پیش آزمایش، مختلف مراحل در

برد. نام فزاینده سانسور زمینه در خوب منبع
ͳآزمایش دستگاه Έی در همزمان به طور را واحدها از ͳگروه مͳ توان اعتماد، قابلیت آزمایشات از بسیاری در
به را ͳآزمایش واحدهای مͳ تواند تحلیل گر مقاله، این در شده ارائه ͳپذیرش نمونه گیری طرح در کرد. آزمون
آزمایش وارد همزمان به طور واحدها همه نماید. گروه بندی مشخص و ثابت اندازه های با مختلف مجموعه های
از ͳمشخص تعداد شست، هر وقوع زمان در و مͳ یابد ادامه آزمون گروه، هر در شست اولین وقوع تا و شده
زمان و هزینه در صرفه جویی جهت مͳ تواند آزمون نوع این مͳ شوند. گذاشته کنار آزمایش از ͳتصادف به طور گروه ها

شود. استفاده آزمایش
وایبل طول عمر توزیع برای فزاینده شده سانسور ͳگروه ͳپذیرش نمونه گیری طرح بهینه سازی مقاله این در ما هدف
قابلیت در ͳفراوان کاربردهای که است انعطاف پذیر آماری مدل Έی وایبل توزیع مͳ باشد. نا معلوم مقیاس پارامتر با

دارد. اعتماد

فزاینده شده سانسور ͳگروه نمونه گیری ٢
مجموعه از ͳتصادف به طور است واحد s شامل گروه هر که گروه g کنید فرض خاص محصول Έی تولید فرایند در
Έی طول عمر شده اند. آزمایش وارد فزاینده ͳگروه سانسور طرح تحت همزمان به طور و انتخاب اقلام از ͳبزرگ
و r ≤ g که به طوری مͳ یابد. پایان شست امین r وقوع با آزمایش مͳ شود. داده نشان X ͳتصادف متغیر با محصول
از شست امین i زمان در ͳتصادف به صورت سالم گروه Ri مͳ گردد. حذف شستش اولین وقوع با نیز گروه هر
شست امین i از پیش و واحدی s گروه g١ = g شست اولین از پیش واق΄ در مͳ شوند. گذاشته کنار آزمایش
که است واض همچنین . i = ٢, ..., r به طوری که مͳ مانند ͳباق آزمایش در گروه gi = g − i+ ١ −

∑i−١
j=١ Rj تنها

برای را اعتماد قابلیت آزمون حال . g− r =
∑r

j=١ Rj و Rr = gr −١ ، i = ١, ..., r−١ برای ٠ ≤ Ri ≤ gi −١
مͳ گیریم. نظر در W (λ,m) وایبل طول عمر توزیع با بالا سانسوری الΎوی تحت ͳتصادف انتخابی واحد n = gs

صورت به ترتیب به X متغیر تک برای توزیع این اعتماد قابلیت و ͳالΎچ توابع

f (x;λ,m) = mλmxm−١ exp {−(λx)
m} , x ≥ ٠ (١)

و

S (x;λ,m) = Pr (X ≥ x) = exp {−(λx)
m} , x ≥ ٠ (٢)

مقدار است. شده فرض نامعلوم مقیاس پارامتر است. مقیاس پارامتر λ > ٠ و شل پارامتر m > ٠ بود. خواهند
مͳ باشد. گاما تابع Γ (.) آن در که مͳ شود محاسبه µ = Γ (١/m)/(mλ) به صورت µ = E (x) ͳریاض امید

ͳگروه سانسور طرح R = (R١, ..., Rr) و مشاهده شده شست زمان های بردار X = (X١, ..., Xr) کنید فرض
صورت به بالا آزمون به مربوط درستنمایی تابع باشد. فزاینده
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٧١ آن کاربردهای و اعتماد قابلیت نظریه سمینار دومین

L (λ;m) = sr
r∏

i=١
gif (Xi;λ,m){S (Xi;λ,m)}sRi+s−١

, λ > ٠ (٣)

شل به مͳ توان را درستنمایی تابع (١) و (١) به توجه با مͳ شود. تعریف

L (λ;m) ∝ λmr exp (−sλmW ) , λ > ٠ (۴)

لΎاریتم مشتق از استفاده با . W =
∑r

i=١ (Ri + ١)Xm
i =

∑r
i=١ gi

(
Xm

i −Xm
i−١
)
=
∑r

i=١ Ui آن در که نوشت
محاسبه µ̂ = Γ(١/m)

m ( sWr )١/m و λ̂ = ( r
sW )

١
m شل به پارامترها درستنمایی ماکسیمم برآوردهای درستنمایی تابع

را µ̂ و λ̂ نمونه ای توزیع های مͳ باشد، آزادی درجه 2r با دو ͳخ توزیع دارای ٢sλmW که این به توجه با مͳ شوند.
آورد. به دست مͳ توان ͳبه سادگ

و پذیرش قابل طول عمر متوسط مینیمم µ١ آن در که H١ : µ ≤ µ٢ مقابل در H٠ : µ ≥ µ١ آزمون برای
از ینوا و ͳنزول غیر ͳتابع L (λ٢;m)/L (λ١;m) درستنمایی نسبت چون مͳ باشد، رد قابل طول عمر متوسط µ٢

) بزرگ ͳکاف اندازه به µ̂ برای UMP آزمون کارلین‐روبین، قضیه به توجه با پس است λ١ ≥ λ٢ > ٠ هر برای µ̂

، Gr,c (µ) ≡ G (µ; r, c, s,m) عملرد، مشخصه تابع ( µ ) عمر متوسط اساس بر مͳ پذیرد. را صفر فرض ( µ̂ ≥ c

به صورت

Gr,c (µ) = Pr(
Γ (١/m)

m
(
sW

r
)١/m ≥ c |µ ) (۵)

= Pr (٢sλmW ≥ ٢r(c/µ)m) , µ > ٠
تابع، این بودن به صعودی توجه با است، مستقل R و s ، g از عملرد مشخصه تابع اینجا در مͳ شود. تعریف

بود. خواهد δ = ١ − inf
µ≥µ١

Gr,c (µ) = ١ −Gr,c (µ١) به صورت UMP آزمون اندازه

ͳگروه نمونه گیری طرح های بهینه سازی ٣

ثابت ،(r) مشاهده شده شست های تعداد ،(s) گروه هر اندازه ،(g) گروه ها تعداد توسط نمونه گیری طرح Έی
تحت مقادیر این برای بهینه مقادیر بخش این در مͳ شود. مشخص (R) ͳگروه سانسور طرح و (c) ͳپذیرش

مͳ شود. ارائه موجود فرض های
تولیدکننده) Έریس) باکیفیت کالای رد احتمال های که مͳ شوند استفاده منظور این به ͳپذیرش نمونه گیری طرح های
کاهش ،( α, β < ٠٫۵ ) مͳ شوند نامیده β و α به ترتیب که مصرف کننده) Έریس) بی کیفیت کالای پذیرش و
سنجیده µ٢ و µ١ ͳیعن مربوط رد قابل و پذیرش قابل عمرهای متوسط از استفاده با Έریس نوع دو این یابند.
، β ، α تعیین جهت ͳتوافق مصرف کننده و تولیدکننده میان معمولا˦ نمونه گیری، طرح بهینه سازی برای مͳ شوند.

مͳ گیرد. صورت µ٢ و µ١

طرح مͳ گیریم. نظر در Gr,c (µ٢) و ١ −Gr,c (µ١) به ترتیب را مصرف کننده و تولیدکننده ریسΈ های اینجا در
طرح ، Gr,c (µ٢) ≤ β و Gr,c (µ١) ≥ ١ − α قیود تحت نمونه اندازه کمترین با ͳگروه ͳپذیرش نمونه گیری
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مسأله Έی ،c مربوط، ͳپذیرش ثابت و ،r شست ها، تعداد مینیمم تعیین جهت بهینه سازی مسأله بود. خواهد بهینه
به شل مͳ توان که است آمیخته به صورت صحیح اعداد با برنامه ریزی

min r

s.t.

Gr,c (µ١) ≥ ١ − α,

Gr,c (µ٢) ≤ β,

g, r ∈ Z+, g ≥ r, c > ٠

به صورت پذیرش ناحیه واق΄ در است. مثبت صحیح اعداد مجموعه Z+ به طوری که کرد فرمول بندی
Ω١ = {(g, r, c) : Gr,c (µ١) ≥ ١ − α,Gr,c (µ٢) ≤ β, g, r ∈ Z+, c > ٠}

،g نوشت. min {r : (g, r, c) ∈ Ω١} به شل خلاصه تر به صورت مͳ توان را بهینه سازی مسأله و مͳ شود تعریف
و χ٢

٢r;α ≥ ٢r(c/µ١)
m روابط . g ≥ r و است g از مستقل Gr,c (.) که به طوری مͳ باشند طرح متغیرهای c و r

کوچترین شست ها، تعداد مینیمم مͳ شوند. حاصل ͳبه سادگ تعریف شده قیود به توجه با χ٢
٢r;α ≥ ٢r(c/µ١)

m

که به طوری بود خواهد r مثبت صحیح عدد

µm
١ χ

٢
٢r;α ≥ µm

٢ χ
٢
٢r;١−β (۶)

ضرایب که i = ١,٢ برای ci = kiµi آن در که کند اختیار [c٢, c١] فاصله در مقداری هر مͳ تواند c ͳپذیرش ثابت و
ͳکل به طور مͳ شوند. تعریف k٢ =

{
χ٢

٢r;١−β

/
(٢r)

}١/m
و k١ =

{
χ٢

٢r;α
/
(٢r)

}١/m به صورت k٢ و k١ ͳپذیرش
گرفت. نظر در c برای متعادل و مناسب انتخاب Έی به عنوان مͳ توان را c∗ = (c١ + c٢/(٢ ͳیعن فاصله ͳمیان نقطه
متغیر ͳویلسون‐هیلفرت تبدیل براساس [٣] به توجه با آورد. به دست ͳعال تقریب Έی r برای مͳ توان ͳبه سادگ
توزیع دارای تقریبی به طور نباشد، Έکوچ ͳخیل r که ͳهنگام

√
٩r
[{
χ٢

٢r
/
(٢r)

}١/٣
+ ١/(٩r)− ١

]
ͳتصادف

نوشت مͳ توان بنابراین است. (Z) استاندارد نرمال

χ٢
٢r;ε ≃ ٢r

{
zε
/(

٣
√
r
)
− ١/(٩r) + ١

}٣
, ٠ < ε < ١ (٧)

باید r١ ،(٧) به توجه با به علاوه . µm
١ χ

٢
٢r١;α

= µm
٢ χ

٢
٢r١;١−β داشت خواهیم r ≥ r١ برای مͳ شود نتیجه (۵) از

رابطه در تقریبی به طور
µ
m/٣
١

{
zα
/(

٣√r١
)
− ١/(٩r١) + ١

}
= µ

m/٣
٢

{
−zβ

/(
٣√r١

)
− ١/(٩r١) + ١

}
داشت خواهیم ، r١ ≃ r٢ برای گرفت نتیجه مͳ توان که کند صدق

۶(µm/٣
١ − µ

m/٣
٢ )r٢ + ٢(zαµm/٣

١ + zβµ
m/٣
٢ )

√
r٢ − ۶(µm/٣

١ − µ
m/٣
٢ )

/
٩ = ٠

−d − چون حال . d =
zαµ

m/٣
١ +zβµ

m/٣
٢

۶(µm/٣
١ −µ

m/٣
٢ )

آن در که مͳ شود حاصل r٢ + ٢d√r٢ − ١/٩ = ٠ معادله بنابراین
تعداد مینیمم بنابراین بود. خواهد معادله قبول قابل جواب r٢ = {(d٢ + ١/٢(١/٩ − d}٢ پس (d٢ + ١/٩

)١/٢
< ٠

مناسب تقریبی نتیجه در مͳ شود. r٢ مساوی یا بزرگتر مثبت صحیح عدد کوچترین با برابر تقریبا r ͳیعن شست ها
به صورت است دقیق مقدار با برابر تقریباً کاربردی موارد از بسیاری در که r برای
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r ≃
⌈{(

d٢ + ١/٩
)١/٢ − d

}٢
⌉

(٨)

بود. خواهد
متغیر متوسط مقدار E [Xr] ͳیعن (ETD) آزمایش انتطار مورد طول روی R و s ،g تأثیر ͳبررس منظور به
E [Xm

r ] = ͳبه سادگ ٢sλmUi ∼ χ٢
٢ و Xm

r =
∑r

i=١ Ui/gi اینکه به توجه با و مͳ گیریم نظر در را Xm
r ͳتصادف

به طوریه مͳ شود حاصل ١
sλm

r∑
i=١

١
gi

D١ ≤ E [Xm
r ] ≤ D٢ (٩)

و D١ ͳیعن E [Xm
r ] مینیمم و ماکسیمم مقادیر . D٢ = ١

sλm {١
g +

r−١∑
i=١

١
r−i} و D١ = ١

sλm

r−١∑
i=٠

١
g−i آن در که

R = و R = (٠, ...,٠, g − r) به صورت به ترتیب ͳگروه سانسور طرح های که مͳ شوند حاصل ͳهنگام D٢

باشند. (g − r,٠, ...,٠)
گرفتن نظر در ͳعقلان روش Έی است. اهمیت حائز بسیار گروه ها تعداد برای بهینه مقدار Έی تعیین مسأله
(n = gs) آزمون در موجود واحدهای از ͳتابع عمر آزمون هزینه کنید فرض است. مناسب هزینه تابع Έی مینیمم
نشانگر b١ > ٠ آن در که باشد b١Xr + b٢n به صورت هزینه تابع ͳیعن باشد Xr آزمایش طول ͳتصادف متغیر و
انتظار مورد طول جا این در مͳ باشد. شده آزمایش واحد هر هزینه نشانگر b٢ > ٠ و آزمایش زمان از واحد هر هزینه
m = 1 ، λ از تقریبی را λ٠ دارد. ͳبستگ اند نامعلوم دو هر که R ͳگروه سانسور طرح و λ مقدار به آزمایش
آزمون انتظار مورد هزینه برای مناسب برآورد Έی نتیجه در مͳ گیریم. نظر در E [Xr] برآورد را (D١ +D٢/(٢ و

به صورت (ETC)

Qr,s [g] =
b١

٢sλ٠

[
r−١∑
i=٠

١
g − i

+
١
g
+

r−١∑
i=١

١
r − i

]
+ b٢gs (١٠)

برنامه ریزی مسأله Έی این که مͳ کنیم تعیین ثابت r برای را (١٠) تابع مینیمم کننده gی مقدار حال مͳ شود. حاصل
به صورت صحیح اعداد

minQr,s [g]

s.t.

g ≥ r, g ∈ Z+

برای ͳعال تقریب Έی
⌈

r−٢+
√

(r−٢)٢+۴(r−١+r/∆)

٢

⌉
ͳکل به طور دادند نشان [٢] هماران و فرناندز مͳ باشد.

. ∆ = ٢b٢s
٢λ٠
/
b١ آن در که مͳ باشد گروه ها تعداد بهینه انتخاب
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برآورد مͳ دهد، نتیجه را آزمایش انتظار مورد زمان مینیمم که R = (٠, ...,٠, g − r) ͳگروه سانسور طرح برای

به صورت ͳبه سادگ g بهینه مقدار نتیجه در و بود خواهد Q∗
r,s [g] =

b١
sλ٠

r−١∑
i=٠

١
g−i + b٢gs به صورت ETC برای مناسب

g =

 r٢ +

√
r٢

۴
+

b١r

b٢s٢λ٠
− ١

 (١١)

مͳ شود. حاصل

کاربردی مثال ۴
مصرف کننده و تولیدکننده میان توافق طبق و دهد نشان را ژیروسوپ Έی طول عمر X ͳتصادف متغیر کنید فرض
مربوط احتمال های به طوری که است گرفته شده نظر در فزاینده سانسورشده ͳگروه ͳپذیرش نمونه گیری طرح بهینه سازی
به علاوه باشند. β = ٠٫١٠ و α = ٠٫٠۵ حداکثر به ترتیب بد ژیروسوپ Έی پذیرش و خوب ژیروسوپ Έی رد به
روز µ١ = ٣٠ مساوی یا بیشتر واحدها عمر متوسط اگر پذیرش اند قابل ژیروسوپ ها از محموله Έی شده فرض

بود. خواهد رد قابل محموله باشد روز µ٢ = ١۵ مساوی یا کمتر ژیروسوپ ها عمر متوسط هنگامͳ که و باشند
باشد. m = ١ شل پارامتر با W (λ,m) توزیع دارای ژیروسوپ Έی طول عمر کنید فرض

شست ها بهینه تعداد دقیق و تقریبی مقدار :١ جدول
ͳپذیرش ضرایب شست ها تعداد β α

k٢ k١ دقیق تقریبی
١٫٢٩٣٣ ٠٫۶۴٩١٧ ٣۵ ٣۵ ٠٫٠۵ ٠٫٠١
١٫٢١۵٩ ٠٫٧٣٠۴٢ ۶٣ ۶٣
١٫١۵٠٣ ٠٫٨٠۵٢١ ١٢٧ ١٢٨
١٫٠٩٣۴ ٠٫٨٧۴٩۴ ٣٢٢ ٣٢٢
١٫٠۴٣٩ ٠٫٩٣٩۵١ ١۴٣٠ ١۴٣٠
١٫٢۴٠٠ ٠٫۶٢۴٧۵ ٣٠ ٣٠ ٠٫١٠
١٫١٧٩۶ ٠٫٧٠٨۴١ ۵٣ ۵٣
١٫١٢۵٧ ٠٫٧٨٨٩٣ ١٠٧ ١٠٧
١٫٠٧٩٠ ٠٫٨۶٣۴٠ ٢۶٨ ٢۶٨
١٫٠٣٧۴ ٠٫٩٣٣۶٩ ١١٨۶ ١١٨۶
١٫٣۶۵٩ ٠٫۶٨٣۴۶ ٢٣ ٢٣ ٠٫٠۵ ٠٫٠۵
١٫٢۶۶۶ ٠٫٧۶٠۴٣ ۴٢ ۴٢
١٫١٨٣٧ ٠٫٨٢٩۴٨ ٨۶ ٨۶
١٫١١٣٩ ٠٫٨٩١٢۶ ٢١٨ ٢١٨
١٫٠۵٣٢ ٠٫٩۴٧٩۴ ٩٧۶ ٩٧۶
١٫٣٠٣٠ ٠٫۶۵۴٨۴ ١٩ ١٩ ٠٫١٠
١٫٢٢۵١ ٠٫٧٣۵۵٩ ٣۴ ٣۴
١٫١۵٧١ ٠٫٨١٠۵۶ ۶٩ ۶٩
١٫٠٩٨٣ ٠٫٨٧٨۶۶ ١٧۴ ١٧۴
١٫٠۴۶٣ ٠٫٩۴١۶٩ ٧٧۶ ٧٧۶

و k١ = ٠٫۶۵۴٨۴ به صورت ͳپذیرش ضرایب و ١٩ با برابر r دقیق و تقریبی بهینه مقدار ١ جدول به توجه با
آن در که کند اختیار مͳ تواند را [c٢, c١] فاصله در مقداری هر c ͳپذیرش ثابت بود. خواهند k٢ = ١٫٣٠٣٠
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r = 19 برای گروه ها بهینه تعداد :٢ جدول
ETD ماکسیمم ETD مینیمم بهینه ETC گروه ها بهینه تعداد گروه اندازه

٨٧٫۶٩٠٢ ۶٫٧٣٠٣٩ ١٠٢۴٫٢١ ٨٠ ١
۴٣٫٩۶۶۶ ۶٫٧۵۶۶٠ ۵٩٧٫٢٣٢ ۴۵ ٢
٢٩٫٣٧١٠ ۶٫۶۶۶۵١ ۴۶٢٫٣٧۵ ٣۴ ٣
٢٢٫٠۵٩٩ ۶٫۴۵۴٢٨ ۴٠١٫١۴٢ ٢٩ ۴
١٧٫۶۶٧٨ ۶٫٣٠٧٨١ ٣۶٩٫٧۵٧ ٢۶ ۵
١۴٫٧٣۶۶ ۶٫٢١٩٢٧ ٣۵٣٫۵۵٨ ٢۴ ۶
١٢٫۶٣٧٨ ۵٫٨٩۶٢٨ ٣۴۶٫٣۴١ ٢٣ ٧
١١٫٠۶۴٣ ۵٫٨٠۴۶٢ ٣۴۴٫۶٨٩ ٢٢ ٨
٩٫٩۵٩٣٣ ۵٫٩۵٩٣٣ ٣۴٧٫٠٠٢ ٢١ ٩
٨٫٨۵۶٨٢ ۵٫٣۶٣۴٠ ٣۵٢٫٢٠٢ ٢١ ١٠
٨٫٠۵٧٠۶ ۵٫٩٠٣٩۵ ٣۵٩٫۶١٠ ٢٠ ١١
٧٫٣٨۵۶۴ ۵٫۴١١٩۶ ٣۶٧٫٩٧۶ ٢٠ ١٢
۶٫٨١٧۵٢ ۴٫٩٩۵۶۵ ٣٧٨٫١٣٢ ٢٠ ١٣
۶٫٣٣٠۵۵ ۴٫۶٣٨٨٢ ٣٨٩٫۶٩۴ ٢٠ ١۴
۵٫٩٠٨۵١ ۴٫٣٢٩۵٧ ۴٠٢٫٣٨١ ٢٠ ١۵
۵٫۵۴٣٣۴ ۵٫۵۴٣٣۴ ۴١۴٫٨۶٧ ١٩ ١۶

c∗ = ͳیعن فاصله ͳنقطه میان گفتیم قبلا̈ که همان طور . c٢ = k٢µ٢ = ١٩٫۵۴۵ و c١ = k١µ١ = ١٩٫۶۴۵

ژیروسوپ ها از محموله Έی بنابراین مͳ باشد. c برای مناسب و متعادل انتخاب Έی (c١ + c٢/(٢ = ١٩٫۵٩۵
. µ̂ ≥ ١٩٫۵٩۵ اگر تنها و اگر مͳ شوند پذیرفته

باشند b٢ = ١ و b١ = ٢٠ ، λ٠ = ١/٢۵ ، m = ١ که  ͳحالت در را گروه ها بهینه تعداد بخواهیم کنید فرض حال
باشد. ١٩ باید حداقل گروه ها تعداد ͳیعن g پس شود، مشاهده باید شست ١٩ گفتیم که همان طور کنیم. تعیین
مینیمم و Qr,s[g] = ١٠٢۴٫٢١ و g = ٨٠ به ترتیب ETC و گروه ها بهینه تعداد آن گاه باشد s = ١ اگر ٢ جدول طبق
به صورت را آزمایش اگر که است ͳحال در این و بود خواهند ٨٧٫۶٩٠٢ و ۶٫٧٣٠٣٩ به ترتیب نیز ETD ماکسیمم و
بود خواهند ١٧٩٢٫٨٧ و ٨٨٫۶٩٣۵ به ترتیب ETC و ETD کنیم، اجرا واحد g = ١٩ نتیجه در و r = ١٩ با کامل

یافته اند. افزایش بهینه حالت به نسبت مقدار دو هر که
ETC بهینه مقدار ،٨٠ با برابر آزمون انتظار مورد شده برآورد هزینه مینیمم کننده g مقدار s = ۵ برای مشابه به طور
حالت در اما بود خواهند ١٧٫۶۶٧٨ و ۶٫٣٠٧٨١ به ترتیب ETD ماکسیمم و مینیمم و Qr,s[g] = ٣۶٩٫٧۵٧ به صورت
مͳ شوند ۴۴٩٫٧٧۴ و ١٧٫٧٣٨٧ به ترتیب ETC و آزمون انتظار مورد طول کامل، به صورت آزمایش ͳیعن g = r = ١٩
مͳ توان شده ارائه بهینه طرح از استفاده با که نمودیم مشاهده پس هستند. بهینه حالت به نسبت بزرگتری مقادیر که

داد. کاهش را آزمایش هزینه و طول

پژوهش دست آورد های ۵

گروه هر در ͳناگهان مرگ آزمون واحدها، گروه بندی از ترکیبی که بهینه ͳپذیرش نمونه گیری طرح Έی مقاله این در
شد داده نشان و گردید ارائه نامعلوم مقیاس پارامتر با وایبل طول عمر توزیع برای مͳ باشد، فزاینده ͳگروه سانسور و
واحدها و کرده انتخاب محموله از واحدی s گروه g ͳتصادف به طور تولیدات از محموله Έی رد یا پذیرش به منظور
محموله درنتیجه مͳ کنیم آزمایش وارد R حذف الΎوی با فزاینده ͳگروه سانسور طرح تحت همزمان به صورت را

شد. خواهد پذیرش µ̂ ≥ c∗ برای تولیدی
هزینه و زمان مͳ تواند شده ارائه بهینه ͳپذیرش نمونه گیری طرح شد مشخص کاربردی ͳمثال از استفاده با آخر در
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دهد. کاهش ملاحظه ای قابل به طور را آزمایش
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اطمینان قابلیت در آن کاربرد و یافته تبدیل معکوس وایبل توزیع

١ آ زاده، شفیع

اصفهان دانشΎاه ،ͳریاض علوم دانشده آمار، گروه

چیده
اشال از برداری الΎو به قادر مدل (این شده واق΄ بحث مورد یافته تبدیل معکوس وایبل توزیع ویژگͳ های
احتمال، ͳالΎچ تابع شل، پارامتر بین ارتباط دراینجا است. است) شست معیارهای و ͳسالخوردگ متفاوت
برآورد برای (MLE) درستنمایی ماکزیمم برآورد روش مͳ شود. ارائه خطرو... تابع قابلیت، تابع ،ͳتجمع توزیع تابع

مͳ شود. پیشنهاد مشاهده اطلاع ماتریس آوردن دست به و مدل پارامترهای

پذیری انعطاف آنتروپی، درستنمایی، ماکزیمم برآورد اطمینان، قابليت توابع کلیدی: کلمات

پیش گفتار ١
توزیع دارد. فراوان کاربرد اطمینان قابلیت مباحث در که است احتمال عمر طول توزیع Έی معکوس وایبل توزیع
وايبل توزيع اصلاح براساس توزيع ها از جديد كلاس يك تحقيق اين در دارد. مطلوب ͳویژگ چندین معکوس وایبل
انعطاف  [١] است. شست نرخ مدل تحلیل در بيشتری پذيری انعطاف   دارای كلاس اين مͳ شود. پيشنهاد معكوس
پيشنهاد را یافته تعمیم معكوس وايبل توزيع [٢] كردند. مطالعه را آن نظری خواص و معكوس وايبل توزيع پذيري
توزیع تابع از استفاده با را وایبل یافته ی تبدیل توزیع [٣] كردند. مطرح را مدل اين از ͳويژگ چندين و كردند
كامل توصيف يك و كردند پيشنهاد را شده اصلاح معكوس وايبل توزيع [۴] کردند. پیشنهاد وایبل توزیع ͳتجمع
را شده  اصلاح يافته ی تبديل وايبل توزيع [۵] اخيراً دادند. ارائه آن اعتماد قابليت رفتار همراه به آن ويژگͳ های از

است. شده ͳمعرف تنزل معرض در ͳانیم مولفه های شست که كردند ͳمعرف
١azi_shafizadeh@yahoo.com
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٧٨ آ. زاده، شفیع

یافته تبدیل معکوس وایبل توزیع ٢
است: زیر صورت به که شده مشخص FIW (t) با معکوس وایبل توزیع ͳتجمع توزیع تابع

FIW (t) = exp(−١
η
(
١
t
)
β

)

جدید توزیع در بیشتری پذیری انعطاف که λ نام به جدید پارامتر Έی ͳمعرف با یافته تبدیل معکوس وایبل توزیع
مͳ شود. پیشنهاد مͳ دهد ارائه

−١ ≤ و β ،η > ٠ پارامترهای با (TIWD) يافته تبديل معكوس وايبل توزيع دارای T ͳتصادف متغير .١ تعريف
باشند: زیر صورت به آن توزیع و ͳالΎچ توابع هرگاه مͳ باشد λ ≤ ١

fTIW (t) = (
β

η
)(

١
t
)
β+١

exp(−١
η
(
١
t
)
β

)

× (١ + λ− ٢λ exp(−١
η
(
١
t
)
β

)), t > ٠ (١)

FTIW = (١ + λ) exp(−١
η
(
١
t
)β)− λ exp (−١

η
(
١
t
)β)٢, t ≥ ٠

يافته تبديل پارامتر نوع يك λ پارامتر مͳ دهند. نشان را توزيع مقياس و شل پارامترهای ترتيب به η و β که
از ͳبعض ͳکل حالت يافته  تبديل معكوس وايبل توزيع مͳ كند. فراهم مدل در را بيشتری انعطاف پذيری كه است
معكوس وايبل توزیع همان يافته  تبديل معكوس وايبل توزيع λ = ٠ ͳوقت مثال برای است، شده شناخته توزيع های
يافته تبديل معكوس نمايی صورت به يافته  تبديل معكوس وايبل توزيع باشد λ = ٠ و β = ١ ͳوقت است. (IW)
معكوس وايبل توزيع از خاص نوع يك (TIR) يافته تبديل معكوس ͳرایل توزيع β = ٢ ͳوقت بود. خواهد (TIE)
پارامترهای ͳوقت كه است انعطاف پذير بسيار مدل يك يافته تبديل معكوس وايبل توزيع بنابراين است. يافته تبديل

مͳ شود. تبدیل دیΎر توزيع های به مͳ كند تغيير آن

اطمینان قابلیت آنالیز ٣
معکوس وایبل توزیع قابلیت تابع باشد. مفید داده ها عمر طول توصیف برای مͳ تواند یافته تبدیل معکوس وایبل توزیع

است: شده تعریف زیر صورت به یافته تبدیل

RTIW (t) = ١ − (١ + λ) exp(−١
η
(
١
t
)β) + λ exp (−١

η
(
١
t
)β)٢.

نشان زیر صورت به شده شناخته ͳآن شست نرخ عنوان به همچنین که یافته تبدیل معکوس وایبل توزیع خطر تابع
است: شده داده

hTIW (t) =
(βη )(

١
t )

β+١
exp(− ١

η (
١
t )

β
)(١ + λ− ٢λ exp(− ١

η (
١
t )

β
))

١ − (١ + λ) exp(− ١
η (

١
t )

β
) + λ exp (− ١

η (
١
t )

β
)

٢ .
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٧٩ آن کاربردهای و اعتماد قابلیت نظریه سمینار دومین

شده: داده زیرنشان بصورت یافته تبدیل معکوس وایبل توزیع (CHF) ͳتجمع خطر تابع

HTIW (t) =

∫ t

٠

(βη )(
١
t )

β+١
exp(− ١

η (
١
t )

β
)(١ + λ− ٢λ exp(− ١

η (
١
t )

β
))

١ − (١ + λ) exp(− ١
η (

١
t )

β
) + λ exp (− ١

η (
١
t )

β
)

٢ dt.

داریم: بالا انتگرال حل با

HTIW (t) = − ln

{
١ − (١ + λ) exp(−١

η
(
١
t
)
β

)− λ exp (−١
η
(
١
t
)
β

)

٢}

شده: داده نشان زیر صورت به یافته تبدیل معکوس وایبل توزیع (RHF) معکوس خطر تابع

rTIW (t) =
(βη )(

١
t )

β+١
(١ + λ− ٢λ exp(− ١

η (
١
t )

β
)){

(١ + λ) + λ exp(− ١
η (

١
t )

β
)
} .

نشان را پارامترها منتخب کمیت های برای یافته  تبدیل معکوس وایبل توزیع از ͳآن شست نرخ و قابلیت زیر شل
ͳنزول اکیدا ٠٫۴ ≤ t ≤ ٠٫١ برای خطر تابع باشد β = ١ ͳوقت است. ͳنزول خطر تابع باشد β = ٠٫۵ ͳوقت مͳ دهد
ͳآن شست نرخ گاه آن است صعود حال در β ͳوقت مͳ باشد. زودرس و اولیه شست های دهنده نشان که مͳ باشد
خطر تابع β = ١ و λ = ٠ برای که شویم متوجه TIR توزیع (HF) خطر تابع b شل از است کاهش حال در
مͳ یابد کاهش پیوسته آن شست نرخ بعد ͳول صعودی اکیداً ابتدا که مͳ شود منطبق معکوس نمایی توزیع با آن
مͳ کند تغییر شلش پارامتر ͳوقت که است پذیر انعطاف بسیار مدل Έی یافته  تبدیل معکوس وایبل توزیع بنابراین

مͳ شود. Έنزدی متفاوت توزیع های به

آنتروپی ۴
در را بیشتری قطعیت عدم آنتروپی زیاد مقدار است. واحتمال قطعیت تغییرعدم معیار ͳتصادف متغیر Έی آنتروپی

مͳ شود: تعریف زیر صورت به ͳرین آنتروپی مͳ دهد. نشان داده ها

IR(ρ) =
١

١ − ρ
log

{∫
f(t)

ρ
dt

}
,

مͳ آید: در زیر فرم به و

IR(ρ) =
ρ

١ − ρ
log(η) +

١
١ − ρ

log(١ + λ) +
١

١ − ρ

×

{ ∞∑
m=٠

(
ρ
m
)(−١)m(

٢λ
١ + λ

)
m

β(
η

ρ+m
)

(β+١)(β−ρ)
β −١

× Γ(
(β + ١)(β − ρ)

β
+ ١)

}
. (٢)
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٨٠ آ. زاده، شفیع

ستنمایی در ماکزیمم برآورد ۵

Θ = پارامتر بردار کنید فرض بΎیرید نظر در را TIWD توزیع از مشاهده n شامل tn, ..., t٢, t١ ͳتصادف نمونه های
است: شده ارائه اینگونه (١) رابطه از درستنمایی تابع باشد (β, η, λ)T

L(t١, t٢, ..., tn : β, η, λ) =
n∏

i=١
(
β

η
)(

١
t
)
β+١

exp(−١
η
(
١
t
)
β

)

× (١ + λ− ٢λ exp(−١
η
(
١
t
)
β

)), t > ٠ (٣)

داریم: ترتیب به آن ها دادن قرار صفر مساوی λو و η, β برحسب آن از گرفتن مشتق و (١) رابطه از لΎارتیم گرفتن با

lnL(t١, ..., tn : β, η, λ) = n lnβ − n ln η + (β + ١)
n∑

i=١
ln(

١
t
)− ١

η

n∑
i=١

(
١
t
)
β

+

n∑
i=١

ln(١ + λ− ٢λ exp(−١
η
(
١
t
)
β

)).

∂ lnL

∂β
=
n

β
+

n∑
i=١

ln(
١
t
)− ١

η

n∑
i=١

(
١
t
)
β
ln(

١
t
)

+ ٢
n∑

i=١

(λη )(
١
t )

β
ln(١

t ) exp(−
١
η (

١
t )

β
)

(١ + λ− ٢λ exp(− ١
η (

١
t )

β
))

= ٠, (۴)

∂ lnL

∂η
=
n

η
+

١
η٢

n∑
i=١

ln (
١
t
)
β

− ٢
n∑

i=١

( λ
η٢ )(

١
t )

β
exp(− ١

η (
١
t )

β
)

(١ + λ− ٢λ exp(− ١
η (

١
t )

β
))

= ٠, (۵)

∂ lnL

∂λ
= −٢

n∑
i=١

exp(− ١
η (

١
t )

β
)

(١ + λ− ٢λ exp(− ١
η (

١
t )

β
))

= ٠. (۶)

مشتق های همه يافته تبديل معكوس وايبل توزیع برای مͳ آید دست به λ̂ و η̂, β̂ ،(۴) و (٣) ،(٢) های تساوی حل با
است: زیر صورت به مشاهدات اطلاعات ماتریس بنابراین دارد وجود دوم مرتبه ی

V −١
rs

=


∂٢ lnL
∂β٢

∂٢ lnL
∂β∂η

∂٢ lnL
∂β∂λ

∂٢ lnL
∂β∂η

∂٢ lnL
∂η٢

∂٢ lnL
∂η∂λ

∂٢ lnL
∂β∂λ

∂٢ lnL
∂η∂λ

∂٢ lnL
∂λ٢

 (٧)

مͳ شود: مشخص زیر بصورت λ و η, β برای تقریبی ١)١٠٠ − α) ٪ اطمینان فاصله (۵) رابطه ی از استفاده با
β̂ ± Zα

٢

√
V̂١١ η̂ ± Zα

٢

√
V̂٢٢ λ̂± Zα

٢

√
V̂٣٣
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٨١ آن کاربردهای و اعتماد قابلیت نظریه سمینار دومین

پژوهش آوردهای دست ۶

ویژگͳ های است. نموده استنتاج را یافته تبدیل معکوس وایبل توزیع نام به ها توزیع از جدید خانواده Έی مقاله این
توزیع های به که است پذیر انعطاف بسیار مدل Έی توزیع این است. شده حاصل جدید شده پیشنهاد توزیع از تئوری
کارگیری به در جدید مدل سودمندی مͳ یابد. تبدیل مͳ کند، تغییر آن پارامترهای که ͳزمان متفاوت، عمر طول
که مͳ دهد نشان کاربرد این دهد. نشان را مدل کاراریی تا شده داده توضیح MLE از استفاده با ͳواقع داده های
مͳ تواند شده داده توسعه پیشنهادی مدل دارد را IE IWو و TIE توزیع از مناسبتری و بهتر بازده شده پیشنهاد توزیع

کند. جذب عمر طول تحلیل و تجزیه در گسترده تری کاربردی برنامه های

مراج΄
[1] Khan, M.S., Pasha, G.R., and Pasha, A.H. (2008), Theoretical analysis of inverse Weibull distribu-

tion, WSEAS Transactions on Mathematics, 7(2), 30–38.

[2] De Gusm˜ao, F.R.S., Ortega, E.M.M., and Cordeiro, G.M. (2011), The generalized inverse Weibull
distribution, Statistical Papers, 52, 591–619.

[3] Aryal, G.R., and Tsokos, C.P. (2011), Transmuted Weibull distribution: A generalization of the
Weibull probability distribution, European Journal of Pure and Applied Mathematics, 4(2), 89–102.

[4] Khan, M.S., and King, R. (2013), Transmuted generalized inverse Weibull distribution, Journal of
Applied Statistical Sciences, 20(3), 15–32.
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شرایط مسأله به توجه با ͳطول مشاهدات و بقا داده های توأم مدل سازی
آغازین

٢ ر. ریخته گران، ١ . م ملیان،

اصفهان ͳصنعت دانشΎاه ،ͳریاض علوم دانشده ١,٢

چیده
منظور این برای مͳ پردازیم. بقا و ͳطول داده های توام مدل سازی به بیز، رویرد چارچوب در مقاله، این در
همچنین هستند. وابسته هم به ͳآزمایش واحدهای ͳتصادف اثرات طریق از بقا و ͳطول مشاهدات که مͳ شود فرض
بین پیاپی ͳهمبستگ گرفتن درنظر منظور به است. شده لحاظ نیز بقا زمان در ͳطول مشاهدات مستقیم تاثیر
مساله به رابطه این در مͳ شود. استفاده تاخیری پاس متغیر گرفتن درنظر با پویا آمیخته مدل از ،ͳطول مشاهدات
است. شده توجه مͳ شود، ایجاد ͳتصادف اثرات و آغازین مشاهدات بین ͳهمبستگ وجود دلیل به که آغازین شرایط
ͳواقع داده های مجموعه روی بر مدل عملرد است. آمده دست به گیبز نمونه بردار از استفاده با پارامترها بیز برآورد

است. گرفته قرار ارزیابی مورد

آغازین شرایط مسأله گیبز، نمونه بردار بقا، تحلیل ،ͳطول داده های پویا، آمیخته مدل کلیدی: کلمات

پیش گفتار ١

Έي تحت مرتباً که ͳطول داده های با همراه بقا، به مربوط اطلاعات ،ͳپزش مطالعات نظیر مطالعات از بسياری در
مانند متعددی روش های ͳطول و بقا داده های تحلیل جهت مͳ گردد. ́ آوری جم مͳ شوند، اندازه گیری معين ͳزمان دوره
بقا، داده های برای پارامتری نیمه یا و پارامتری متناسب مخاطرات مدل و ͳطول متغیر برای آمیخته اثرات با مدل های
مناسبی روش جداگانه، تحلیل باشد، وابسته ͳطول متغیر به بقا زمان متغیر که مواردی در وجود، این با دارد. وجود

١m.malekian@math.iut.ac.ir
٢r_rikhtehgaran@cc.iut.ac.ir
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٨٣ آن کاربردهای و اعتماد قابلیت نظریه سمینار دومین

داده های مدل دو بین ارتباط آن در که است مشترک پارامتر مدل رابطه، این در ͳبررس مورد مدل های از نیست.
به شرط ͳطول متغیر و بقا زمان مدل، این در مͳ شود[١]. مشخص مشترک، ͳتصادف اثر Έی طریق از بقا و ͳطول
مرتبط ͳتصادف اثرات طریق از تنها متغیر دو این ارتباط واق΄ در مͳ شوند؛ فرض یدیΎر از مستقل ،ͳتصادف اثرات
توأم مدل طریق از پیشامد رخداد زمان در را ͳطول متغیر تأثیر مقاله این در است. ͳبررس قابل ،ͳآزمایش واحدهای با
مسأله مͳ شود. گرفته درنظر نیز بقا زمان بر پاس متغیر مستقیم تأثیر ترتیب، به این مͳ نماییم. ͳبررس بقا و پویا آمیخته
زمان های مشاهدات میان ͳوابستگ وجود به دلیل که است آغازین شرایط مسأله مدل ها، این برازش در توجه قابل
جهت شود[٢]. مدل پارامترهای از ناسازگاری برآوردهای به منجر مͳ تواند و مͳ  شود ایجاد ،ͳتصادف اثرات و آغازین
درنظر مدل ها سایر با ͳوابستگ ایجاد با پاس متغیر آغازین مقدار برای مجزایی معادله آغازین، شرایط مسأله رف΄

گرفته مͳ شود.
مͳ شود. ارائه پارامترها برآورد ٣ بخش در مͳ شود. ͳمعرف بقا و پویا آمیخته توأم پیشنهادی مدل ٢ بخش در ادامه، در

مͳ شود. ͳبررس ͳواقع داده های بر پیشنهادی مدل عملرد ۴ بخش در

بقا و پویا آمیخته توأم پیشنهادی مدل ٢

بقای زمان Ti و t = ١, · · · , Ti و i = ١, · · · , n ͳآزمایش واحد i‐امین برای اندازه گیری t‐امین ،yit کنید فرض
بΎیرید نظر در را زیر پیشنهادی مدل باشد. i‐ام ͳآزمایش واحد

yit | bi, yit−١
ind∼N(x′

itβ + bi + γyit−١, σ
٢
ϵ ),

f(Ti | δi) =
[
µiT

µi−١
i exp {−Tiµi}

]δi
[exp {−Tµi

i }]١−δi ,

log(µi | bi, yiTi
) = w′

iTi
α+ φ⋆bi + γ⋆yiTi

,

bi
iid∼N(٠, σ٢

b ), (١)

ͳتصادف اثر bi و ͳرگرسیون ضرایب معرف γ⋆ و γ ،φ ،β ،ͳتوضیح متغیرهای بردارهای wiTi و xiTi آن در که
غیر در δi = ٠ و باشد نشده سانسور مطالعه مورد دوره در ام ‐i ͳآزمایش واحد اگر δi = ١ متغیر همچنین است.

.Ti | δi = ١ ∼ weibull(١, µi) درواق΄ این صورت.
تأثیر آغازین، زمان در جمله از و زمان طول در ،پاس متغیر بر ͳآزمایش واحدهای مشاهده نشده ویژگͳ های ͳبرخ
برآورد در اریبی ایجاد باعث آن گرفتن نادیده و مͳ شود bi ͳتصادف اثرات و yi٠ میان ͳوابستگ باعث که مͳ گذارند

مͳ کنیم فرض مشل این رف΄ جهت مͳ شود[٢]. پارامترها

yi٠
ind∼N(x′

i٠β٠ + φbi, σ
٢
ϵ ) (٢)

داریم (٢.٢) و (١.٢) معادلات ترکیب با است. ͳتوضیح متغیرهای شامل xi٠ آن در که

yi | bi
ind∼NTi+١(X

⋆
i θ + λbi, σ

٢
ϵ ITi+١),

log(µi | bi, yiTi) = w⋆
iTi

′α⋆ + φ⋆bi, (٣)

.α⋆ = (α, γ⋆)′ و λ = (φ,١′)′ ،w′
iTi

⋆
= (w′

iTi
, yiTi)

′ مͳ شود، تعریف θ با متناظر X⋆
i ، θ = (β٠,β, γ) آن در که
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٨۴ ر.. ریخته گران، ،.. م ملیان،

پارامترها بیز برآورد ٣

این برای گرفته مͳ شوند. درنظر ،ͳشرط مزدوج پیشین توزیع های بیز، رویرد چارچوب در پارامترها، برآورد جهت
برای به ترتیب IG(τ١, τ٢) و IG(ξ′١, ξ′٢) و φ⋆ و φ برای به ترتیب N(٠, σ٢

φ) و N(٠, σ٢
ϵ ) ، θ برای Nq(µ

⋆, ς) منظور
گیبز نمونه بردار در استفاده مورد کامل ͳشرط پسین توزیع های محاسبه به سپس مͳ شوند. گرفته  درنظر σ٢

b و σ٢
ϵ

مͳ پردازیم زیر به صورت
θ | bi,φ, σ٢

ϵ , yit,∼ Nq(A
−١B,A−١),

.B = ς−١µ⋆ + ١
σ٢
ϵ

∑n
i=١ X

⋆
i
′(yi − λbi) و A = ς−١ + ١

σ٢
ϵ

∑n
i=١ X

⋆
i
′X⋆

i آن در که

σ٢
ϵ | θ, bi,φ, σ٢

b , yit ∼ IG (ξ⋆١ , ξ
⋆
٢) ,

.ξ⋆١ = ξ١ +
∑n

i=١ Ti + n نیز و ξ٢
⋆ = ξ٢ + ١

٢
∑n

i=١(yi − xi
⋆′θ − λbi)

′(yi − xi
⋆′θ − λbi) آن در که

σ٢
b | θ, bi,φ, σ٢

ϵ ,φ
⋆, yit, Ti, δi ∼ IG

(
τ١ + n, τ٢ +

١
٢

n∑
i=١

b٢
i

)
,

π(α⋆ | bi, σ٢
b ,φ

⋆, Ti, δi) ∝ exp {D}
n∏

i=١
Ti

δie
∑n

i=١ w⋆
iTi

′α⋆+φ⋆bi−١π(α⋆),

.D =
∑n

i=١ δiwiTi
⋆′α⋆ −

∑n
i=١ Ti

δie
wiTi

⋆α⋆+φ⋆bi آن در که

bi | θ,α⋆,φ, σ٢
ϵ , σ

٢
b ,α

⋆,φ⋆, yit, Ti, δi ∼ N(µ⋆
bi , σ

⋆
b

٢),

.µ⋆
bi
=

λσ٢
α

σ٢
٠
(yi −X⋆

i
′θ) و σ٢

٠ = λ٢σ٢
α + σ٢

ϵ ،σb⋆٢ =
σ٢
ϵσ

٢
α

σ٢
٠

آن در که
φ | θ, bi, σ٢

ϵ , σ
٢
b , yit ∼ N(a−١

φ bφ, a
−١
φ ),

.bφ = ١
σ٢
φ
+ ١

σ٢
٠

∑n
i=١(yi٠ − x′

i٠β٠)bi و aφ = ١
σ٢
ϵ

∑n
i=١ b

٢
i آن در که

π(φ⋆ | bi, σ٢
b ,α

⋆, Ti, δi) ∝ exp {F}
n∏

i=١
Ti

δie
∑n

i=١ wi
⋆′α⋆+φ⋆bi−١π(φ⋆),

از میانگین گیری سپس و بالا توزیع های از شبیه سازی با اکنون .F =
∑n

i=١ δiφ
⋆bi −

∑n
i=١ Ti

δie
w′

iTi

⋆α⋆+φ⋆bi که
است. محاسبه قابل پارامترها بیز برآورد به دست آمده، نمونه های

ایدز داده های به بقا و پویا آمیخته توأم مدل برازش مثال: ۴

خون در موجود cd۴ تعداد مطالعه، این در است[٣]. ایدز بیماری روی بر برزیل در ͳپژوهش از برگرفته داده ها،
ͳتوضیح متغیرهای است. دست در ایدز بیماری رخداد زمان نیز و زمان ͳط در ثبت شده yit پاس متغیر به عنوان
نسوج وضعیت و x٣ مطالعه ابتدای در بیماری به ابتلا وضعیت ،x٢ جنسیت ،x١ دارو دریافت کننده گروه شامل

به صورت را M١ مدل است. x۴ سلول ها

yit = β′
١ + γyit−١ + β′

٢x١i + β′
٣x٢i + β′

۴x٣i + β′
۵x۴i + φbi

log(µi) = β١ + β٢x١i + β٣x٢i + β۴x٣i + β۵x۴i + γ⋆yit + bi

yi٠ = β٠١ + β٠٢x١i + β٠٣x٢i + β٠۴x٣i + β٠۵x۴i + φ⋆bi, (۴)
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٨۵ آن کاربردهای و اعتماد قابلیت نظریه سمینار دومین

مدل ͳرگرسیون ضرایب بیز برآورد :١ جدول
γ⋆ γ β′

۵ β′
۴ β′

٣ β′
٢ β′

١ β۵ β۴ β٣ β٢ β١ مدل

٠/٠٣٩ ٠/٠۴٣ ٠/٨١٨ −٠/٣۵ ١/٧١۴ ٠/۶۴١ ۵/٢۶٧ −٠/٠۵٠ ٠/٢١٩ −٠/٢٣٠ −٠/١٠١ −۴/٣٠٧ ١ مدل
(٠/٠٧۴) (٠/٠٣٠) (١/٠٠٣) (٠/٩٣٩) (٠/٩٨٧) (١/۶٨١) (١/٣۶۶) (٠/٣٢۴) (٠/٢٨٣) (٠/٢٩٨) (٠/۴٨٢) (١/٢۶٣)

− ٠/٠۴٣ ٠/٨١٨ −٠/٣۵ ١/٧١۴ ٠/۶۴١ ۵/٢۶٧ −٠/٠٢٣ ٠/٢٢٧ −٠/١٨٧ −٠/١٢٩ −۴/۶١۵ ٢ مدل
(٠/٠٣٠) (١/٠٠٩) (١/٠١۵) (٠/٩٨٠) (١/۶٠٣) (١/۴٢٩) (٠/٣١٧) (٠/٢٨٧) (٠/٢٨٧) (٠/۴۶٢) (١/۴۵١)

−٢٣/٠٩ − ٠/٢٨٧ ٠/٠۴٢ ٠/١٠۶ ٠/۴١٩ −٢/١۵٧ −٢٣/٠٩ ٣/۶٧۴ ۵/۴ ١۴/۴٨ ٣۵/٢٩ ٣ مدل
(٢٧/۵٣) (١١/٠٩) (٧/۵٨١) (٩/٧٩١) (١٣/۴٢) (٢٠/٠٨) (١١/٠٩) (٧/۵٨١) (٩/٧٩١) (١٣/۴٢) (٢٠/٠٨)

−٠/١۵٨ ٠/٠۶٣ ٠/٧٧٧ −٠/٢٨٢ ١/٣٧٨ ٠/۵۶٣ ۵/۵٨۵ ٠/١٨٧ ٠/١۴۵ ٠/٠١۵ ٢/٨۶٣E−۴ −٢/٨۶۴ ۴ مدل
(٠/٠٨٢) (٠/٠۴٢) (١/٠٧٣) (١/٠٠٠) (١/٠٠۵) (١/٧١٣) (١/۵٣) (٠/٣١٨) (٠/٢٨۵) (٠/٢٩۴) (٠/۴٧٣) (١/٢۴٢)

مͳ گیریم درنظر معرفͳ شد ه، مدل با مقایسه جهت را زیر مدل های سپس مͳ گیریم. درنظر
.γ⋆ = ٠ گرفتن نظر در با M١ مدل : M٢ مدل

.φ⋆ = ٠ و γ = ٠ گرفتن نظر در با M١ مدل : M٣ مدل
.φ⋆ = ٠ گرفتن نظر در با M١ مدل : M۴ مدل

١٠٠٠٠٠نمونه تولید با سپس شده است. استفاده زیاد، واریانس با گاهͳ بخش، پیشین های ناآ از پارامترها برآورد به منظور
در نتایج از خلاصه ای آمده اند. به دست پارامترها برآورد ریز، دور ١٠٠٠٠ حذف از پس [۵] اپن باگز نرم افزار در
مدل های برای معیار این مقدار شده است. استفاده [۴]DIC معیار از مدل ها مقایسه جهت شده اند. گزارش ١ جدول
سایر از ،M١ مدل DIC اینکه به توجه با است. آمده به دست ٨۴١/٢ و ٧١١/٨ ،۶١٠/٧ ،۴١٢/۴ به ترتیب ۴ تا ١

مͳ شود. داده  نشان پیشنهادی، مدل مناسب عملرد است، کمتر مدل ها
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ͳوزن معکوس وایبل توزیع

٢ غ ،ͳمعصوم ١ م ،ͳزادکرم

اهواز چمران شهید دانشΎاه کامپیوتر، و ͳریاض علوم دانشده آمار، گروه دانشیار ١

اهواز چمران شهید دانشΎاه کامپیوتر، و ͳریاض علوم دانشده آمار، گروه ارشد ͳکارشناس دانشجوی ٢

چیده
و شده تعریف طول عمر داده های و بقا تحلیل در استفاده جهت ͳوزن معکوس وایبل جدید توزیع مقاله این در
پارامترهای برآورد برای درستنمایی ماکسیمم روش از است. گرفته قرار مطالعه مورد توزیع این ͳریاض خواص ͳبرخ
توزیع های از ͳبعض با مقایسه و طول عمر ͳواقع داده های از استفاده با توزیع این کاربرد است. شده استفاده توزیع این

است. گرفته صورت طول عمر

تابع و گشتاورها ترتیبی، آماره های درستنمایی، ماکسیمم برآورد ،ͳآزالین ،ͳوزن معکوس وایبل کلیدی: کلمات
گشتاور مولد

پیش گفتار ١
ͳآزالین روش .[١] است رفته  کار به طول عمر پیوسته توزیع های ساختن برای ͳمختلف روش های اخیر سال های در
ͳالΎچ تابع Έی پیوسته، توزیع Έی و متقارن ͳالΎچ تابع Έی از استفاده با که است روش ها این از ͳی [٢] در

مͳ کند. تعریف زیر صورت به را چوله

٢f(x)G(λx) (١)

و است متقارن تابع Έی آن اول مشتق که است پیوسته ای توزیع تابع G(.) و صفر حول متقارن ͳالΎچ تابع f(x) که
مͳ نامند. ͳΎچول پارامتر را λ پارامتر

١zadkarami_m@scu.ac.ir
٢G-masoomi@mscstu.scu.ac.ir
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٨٧ آن کاربردهای و اعتماد قابلیت نظریه سمینار دومین

ساختن برای را (١٩٨۵) ͳآزالین تعمیم یافته ی ͳوزن نسخه ی نام به ͳآزالین روش از ͳتعمیم [٣] در نصیرو
گرفت. کار به زیر صورت به نا متقارن توزیع های

f(x) = kg(x)Ḡ(λx) (٢)

Ḡ(x) نا متقارن، ͳالΎچ تابع g(x) که
(٢٫١).g(x)(٢٫١).g(x).(٢٠١۵)kg(x)

است. زیر صورت به ترتیب به معکوس وایبل توزیع تابع و ͳالΎچ تابع .١ تعريف

g(x) = αγx−(γ+١)e−αx−γ

G(x) = e−αx−γ

مͳ آید. بدست زیر صورت به معکوس وایبل توزیع بقای تابع .٢ تعريف

Ḡ(x) = ١ − e−αx−γ

ͳوزن معکوس وایبل توزیع ٢

به ͳوزن معکوس وایبل ͳالΎچ تابع (٢٬١) معادله ی در معکوس وایبل توزیع بقای تابع و ͳالΎچ تابع دادن قرار با
مͳ شود. ساخته زیر صورت

f(x) = (١ + λγ)αγx−(γ+١)e−αx−γ

(١ − e−αλ−γx−γ

) (٣)

به ترتیب به آن مخاطره تابع و ͳوزن معکوس وایبل توزیع تابع هستند. شل پارامتر های λ و γ مقیاس، پارامتر α که
مͳ باشند. زیر صورت

F (x) = (١ + λγ)e−αx−γ

(١ − e−αλ−γx−γ

١ + λ−γ
)

h(x) =
(١ + λγ)αγx−(γ+١)e−αx−γ

(١ − e−αλ−γx−γ

)

١ − [(١ + λγ)e−αx−γ (١ − e−αλ−γx−γ

١+λ−γ )]

مͳ آیند. بدست زیر صورت به ترتیب به ͳوزن معکوس وایبل توزیع گشتاور مولد تابع و rام گشتاور .٣ تعريف

µ′
r = α

r
γ (١ + λγ)Γ(

−r
γ

)[−(١ + λ−γ)
r
γ −١ + ١]

Mx(t) =
∞∑
i=٠

ti

i!
α

i
γ (١ + λγ)Γ(

−i
γ
)[−(١ + λ−γ)

i
γ −١ + ١]

است. زیر به صورت ͳوزن وایبل ͳالΎچ تابع ترتیبی آماره ی امین k .۴ تعريف

gk:n =

(
n

k

)
(١ + λγ)αγx−(γ+١)e−αx−γ

(١ − e−αλ−γx−γ

)

[(١ + λγ)e−αx−γ

(١ − e−αλ−γx−γ

١ + λ−γ
)]k−١
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٨٨ غ. ،ͳمعصوم م.، ،ͳزادکرم

است. زیر صورت به ͳوزن معکوس وایبل ͳالΎچ تابع درستنمایی ماکسیمم تابع .۵ تعريف

L(x;α, γ, λ) =
n∏

i=١
(١ + λγ)αγx

−(γ+١)
i e−αx−γ

i (١ − e−αλ−γx−γ
i )

مͳ دهیم. قرار صفر برابر را مشتق ها و مͳ گیریم ͳضمن مشتق پارامترها به نسبت درستنمایی ماکسیمم تابع لΎاریتم از

δ logL(x;α, γ, λ)

δα
=
n

α
− Σn

i=١x
−γ
i + λ−γΣn

i=١
x−γ
i e−αλ−γx−γ

i

(١ − e−αλ−γx−γ
i )

= ٠ (۴)

δ logL(x;α, γ, λ)

δλ
=
nγλγ−١

١ + λγ
+ αγλ−(γ+١)Σn

i=١
x−γ
i

١ − e−αλ−γx−γ
i

= ٠ (۵)

δ logL(x;α, γ, λ)

δγ
=

−nλ−γ log λ

١ + λ−γ
+
n

γ
− Σn

i=١ log xi

+ α(١ + λ−γ)Σn
i=١x

−γ
i log xi + αλ−γ log λΣn

i=١x
−γ
i

= ٠ (۶)

مͳ آوریم. بدست را پارامترها درستنمایی ماکسیمم برآورد های (۴٬٢) و (٣٬٢) ،(٢٬٢) معادله های زمان هم  حل با
اطلاع ماتریس مͳ توان (۴٬٢) و (٣٬٢) ،(٢٬٢) معادله های ͳضمن دوم مشتق های ͳریاض امید ͳمنف از استفاده با
درستنمایی ماکسیمم برآورد های کواریانس واریانس ماتریس فیشر، اطلاع ماتریس معکوس آورد. بدست را فیشر

است.

پژوهش دست آورد های ٣

ͳΎچول واریانس، میانگین، بر λ ͳΎچول پارامتر کردن اضافه تاثیر دادن نشان برای تجربی مطالعه های مقاله این در
مونت کارلو روش Έکم با و شبیه سازی از استفاده با گرفت. صورت ͳوزن معکوس وایبل ͳالΎچ تابع ͳکشیدگ و
حاصل برآورد های که دادیم نشان و آوردیم بدست را درستنمایی ماکسیمم برآورد پارامتر ها، مختلف مقادیر برای
[۵] در طول عمر ͳواقع داده های از استفاده با همچنین است. نا چیزی خطای مربعات میانگین و اریبی دارای شده
توزیع های با را شده ساخته ͳوزن معکوس وایبل ͳالΎچ تابع پژوهش این در دادیم. نشان را جدید توزیع این کاربرد
و Έکائی آ آماره ها ی از استفاده با و [۴] در گوپتا و تیموری پارامتری سه وایبل و (٢٠١۵) نصیرو ͳوزن وایبل
جدید توزیع Έائیب و Έکائی آ آماره ها ی براساس که مͳ دهد نشان ١ جدول کردیم. مقایسه ١ جدول در Έائیب

دارد. جدول این در دیΎر توزیع دو به نسبت بهتری برازش ͳوزن معکوس وایبل

مراج΄
[1] Lee, C., Famoye, F., and Alzaatreh, A. Y. (2013), Methods for generating families of univariate

continuous distributions in the recent decades, Computational Statistics, 5(3), 219-238.

٨٨



٨٩ آن کاربردهای و اعتماد قابلیت نظریه سمینار دومین

:١ جدول
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تقریبی روش به ͳفرسایش داده های اساس بر خرابی زمان ͳپیش بین

٢ م. رزمخواه، ١ ا. ،ͳنزاکت

مشهد ͳفردوس دانشΎاه ،ͳریاض علوم دانشده آمار، گروه ١,٢

چیده
آوردن به دست اما مͳ دهد. قرار تولیدکنندگان اختیار در را ͳمهم اطلاعات سیستم ها، و مولفه ها خرابی زمان توزیع براورد
جایΎزین مͳ تواند ͳفرسایش داده های زمینه این در است. هزینه پر و زمان بر کاری بالا، قابلیت با سیستم های در عمر طول داده های
ͳفرسایش داده های تحلیل برای روش ها مرسوم ترین از ͳی تقریبی روش باشد. ͳقابلیت مطالعات و عمر طول داده های برای مناسبی
تقریبی روش مͳ کند. براورد را آن ها توزیع و ͳپیش بین را مولفه ها خرابی زمان  ،ͳفرسایش داده های از استفاده با روش این است.
مͳ پردازیم، تقریبی روش تبیین به مقاله این در مͳ گیرد. نادیده را ͳنکات خرابی زمان های ͳپیش بین در بودن، مرسوم و ساده علͳ رغم

مͳ پردازیم. روش این اصلاح به و کرده بیان را روش این ضعف نقاط

خرابی تا زمان توزیع خرابی، زمان شبه تقربی، روش ،ͳفرسایش داده های کلیدی: کلمات

پیش گفتار ١

کاهش را سیستم کارایی ،ͳافتادگ کار از موق΄ در آن تعمیر و ماشین شدن خراب ،ͳمهندس سیستم های از بسیاری در
سیستم Έی برای بالا قابلیت داشتن بنابراین مͳ شود. ͳتحمیل هزینه های افزایش باعث مواق΄ ͳبعض در و مͳ دهد
به اغلب عمر، طول داده های از استفاده با قابلیت ارزیابی بالا، قابلیت با محصولات برای مͳ رسد. نظر به ضروری
حاوی ͳفرسایش داده های مواق΄ این در است. طاقت فرسا و مشل کاری مشخص، بازه ای در شست فقدان دلیل
از بسیاری عمل در باشند. عمر طول داده های برای مناسب جایΎزین Έی مͳ توانند و هستند مفیدی اطلاعات
و مͳ کند رشد زمان طول در وسیله Έی ترک میزان مثال به طور مͳ کنند. پیروی ͳفرسایش مانیسم Έی از خرابی ها،

١nezakati-e@stu.um.ac.ir
٢razmkhahm@um.ac.ir
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خراب وسیله Έی عنوان به و داده دست از را خود کارایی وسیله آن برسد، ͳخاص سط به آن ترک میزان که ͳزمان
روشنایی میزان مرور به که کرد اشاره فلورسنت لامپ های روشنایی میزان به مͳ توان همچنین مͳ شود. گرفته نظر در
پیش از ،ͳبحران سط عنوان به فرسایش از ͳسطح باید ،ͳفرسایش آزمایش Έی انجام برای مͳ شود. کم تر آن ها

کند. تجاوز ͳبحران سط این از فرسایش مقدار که شود تعریف ͳزمان خرابی و شود تعیین
نمود. استفاده ͳخط غیر یا ͳخط مدل های از مͳ توان آن، نامعلوم پارامترهای براورد و ͳفرسایش داده های تحلیل در
روش های هدف این برای آورد. به دست فرسایش داده های وسیله به را سیستم خرابی زمان توزیع مͳ توان این بر علاوه
بیزی رویرد از این بر علاوه .[۴] نمود اشاره عددی و تقریبی روش به مͳ توان جمله آن از که دارد وجود ͳمختلف

.( [۵] و [١] ) مͳ شود استفاده ͳفرسایش مدل های تحلیل در نیز
نرم افزارهای در را آن مͳ توان ͳراحت به و است خرابی زمان توزیع آوردن به دست برای روش ساده ترین تقریبی روش
خرابی زمان های ͳپیش بین برای را نکات ͳبعض دارد، که ͳجذابیت تمام وجود با روش این نمود. پیاده سازی آماری
ͳپیش بین و پرداخته شود روش این ضعف نقاط بیان به واض به طور که است این بر ͳسع مقاله این در مͳ گیرد. نادیده

شود. ارائه خراب زمان های برای دقیق تری

خرابی زمان ͳپیش بین و فرسایش مدل ٢

عملرد و گیرند قرار ͳبازرس مورد ts, ...., t١ شده تعیین پیش از زمان های در آزمایش، مورد مولفه n کنید فرض
زمان tij کنید فرض باشد. یسان مولفه ها تمام برای ͳبازرس زمان های که نیست نیازی شود. ثبت آن ها ͳفرسایش
سط به مولفه فرسایش مقدار که ͳزمان باشد. آن شده مشاهده ͳفرسایش عملرد yij و iام مولفه برای jام ͳبازرس
در مͳ شود. گرفته نظر در خراب مولفه Έی عنوان به و مͳ دهد دست از را خود کارایی مولفه آن برسد، Df ͳبحران

اند. شده مشاهده ،i = ١, ..., n ، (timi , yimi), ..., (ti٢, yi٢), (ti١, yi١) های جفت آزمایش، پایان
[٣] مͳ باشد زیر صورت به jام، بازدید در iام مولفه ͳفرسایش عملرد برای ͳکل مدل Έی

yij = D(tij ;βi
) + ϵij ; j = ١, ...,mi , i = ١, ..., n, (١)

برای مدل پارامترهای بردار β
i
= (βi١, ..., βik)

t و tij زمان در iام مولفه برای ͳفرسایش مدل D(tij ;βi
) آن در که

مربوط ͳتصادف خطای نیز ϵij باشد. ͳتصادف متغیری یا و مجهول اما ثابت برداری مͳ تواند که مͳ باشد iام مولفه
σ٢
ϵ ثابت واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع دارای و است jام ͳبازرس در iام مولفه فرسایش اندازه گیری به

مͳ باشد.
مراجعه [٣] به مͳ توان زمینه این در بیشتر مطالعه برای مͳ پردازیم. تقریبی روش تبیین به اختصار به ادامه، در
ͳزمان ͳپیش بین به مولفه، هر برای اول مرحله در است. مرحله دو دارای (١) مدل تحلیل در تقریبی روش نمود.
مͳ شود. نامیده خرابی زمان شبه شده، ͳپیش بین مقدار این مͳ رسد. Df ͳبحران سط به آن فرسایش که مͳ پردازیم
مدل مͳ شود، گرفته نظر در کامل ͳتصادف نمونه Έی شده مشاهده مقادیر عنوان به خرابی زمان شبه n دوم، مرحله در

: گفت مͳ توان دقیق تر بیان به مͳ آید. به دست خرابی تا زمان توزیع و داده برازش داده ها به را مناسب

(ti٢, yi٢), (ti١, yi١) داده های و (١) مدل از استفاده با iام، مولفه برای اول مرحله در •
عنوان به مͳ شوند. براورد β

i
= (βi١, ..., βik)

t پارامترهای خطا، مربعات کمترین روش از استفاده با ،(timi , yimi), ...

ͳخط صورت به مدل اگر مثال

D(t;β) = β١ + β٢t (٢)
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از است عبارت β
i
= (βi١, βi٢)

t مربعات کمترین براورد باشد،

β̂i١ = ȳi − β̂i٢t̄i , β̂i٢ =

∑mi

j=١(tij − t̄i)yij∑mi

j=١(tij − t̄i)٢ ; i = ١, ..., n,

مͳ باشد. yimi , ..., yi١ و timi , ..., ti١ متوسط ترتیب به ȳi و t̄i آن در که
t̂i مقدار ،(١) مدل در مثال عنوان به مͳ آید. به دست t̂i خرابی زمان  شبه ،D(ti, β̂i

) = Df معادله حل با آن از پس
: از است عبارت

t̂i =
Df − β̂i١

β̂i٢
; i = ١, ..., n.

مͳ آید. به دست t̂n, ..., t̂١ داده های برای خرابی زمان توزیع برازش، نیویی روش های از استفاده با دوم مرحله در •

اصلاح شده خرابی زمان شبه ٣
است ممن عمل در اما مͳ آیند. به دست D(ti; β̂i

) = Df معادله حل از خرابی زمان های شبه شد بیان که همان طور
jام بازدید در iام مولفه فرسایش مقدار کنید فرض مثال عنوان به باشند. ͳمنطق غیر آمده به دست زمان های این
مͳ شود استنباط بنابراین شود. ثبت Df از بیش تر مقدار این ١+jام بازدید در اما شده باشد ثبت Df از کمتر مقداری
مͳ آید به دست تقریبی روش به که t̂i ͳپیش بین اما شده است. خراب [tij , ti(j+١)] بین ͳتصادف ͳزمان در iام مولفه که
این به توجه با باشد. ti(j+١) زمان از بعد یا tij زمان از قبل آمده به دست t̂i است ممن و مͳ گیرد نادیده را نکته این
را شده اصلاح ͳپیش بین زمان مͳ توان شده اند، خراب (ts (زمان آزمایش توقف از تاقبل که مولفه هایی برای نکته

گرفت. نظر در زیر صورت به

t̃i =


tij , t̂i ≤ tij

t̂i, tij < t̂i < ti(j+١)

ti(j+١), ti(j+١) ≤ t̂i

, i = ١, ..., n. (٣)

برای بنابراین و مͳ دهد قرار تسلط تحت را t̂i ،(٢) در شده ͳمعرف t̃i ͳپیش بین که است ضروری نکته این به توجه
باشد. مناسب تر مͳ تواند خرابی مدل برازش

کاربردی مثال ۴
مورد [٣] میر٣ و لو٢ توسط و شد آوری جم΄ [٢] هماران و هوداک١ توسط بار اولین ترک، رشد داده های
توزیع و مͳ شود داده نشان t̂i و t̃i میان تفاوت داده ها مجموعه این از استفاده با مقاله این در گرفت. قرار تحلیل
بازدید زمان های در Ϳاین حسب بر را مولفه ٢١ ترک رشد مقادیر ١ شل مͳ شود. برازش داده ها گونه این به مناسب
مͳ شود. متوقف آزمایش ts = ٠٫١٢ زمان در مͳ شود مشاهده که همان طور مͳ دهد. نشان ٠٫١٢, ...,٠٫٠٢,٠٫٠١,٠
شده اند. خراب ٠٫١٢ زمان تا مولفه ١٢ تنها ١ شل به توجه با شده است. گرفته نظر در Ϳاین ١٫۶ نیز ͳبحران سط

مدل ترک داده های به مͳ توان ͳفرسایش مسیرهای نمایی رشد به توجه با مͳ شود، مشاهده ١ شل در که همان طور
١Hudak
٢Lu
٣Meeker
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ͳفرسودگ از حاصل ترک رشد مقادیر :١ شل

معادله حل و خطا مربعات کمترین روش به مدل برازش از پس داد. برازش را D(t;β) = exp {β١ + β٢t} نمایی
زیر جدول در مͳ آید. به دست ،i = ١, ...,٢١ ،t̂i خرابی زمان های شبه مولفه ها از Έی هر برای t̂i =

log(Df )−β̂i١

β̂i٢

تا که است ͳمعن این به −− علامت جدول این در شده است. ارائه خرابی از بعد و قبل بازدید زمان و t̃i ،t̂i مقادیر
شده است. سانسور داده نتیجه در و نرسیده  ١٫۶ ͳبحران سط به موردنظر مولفه فرسایش آزمایش، شروع از ٠٫١٢ زمان

شده اصلاح خرابی زمان های شبه  و خرابی زمان های شبه :١ جدول
مولفه ١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ ٧
tij ٠٫٠٨ ٠٫٠٩ ٠٫١ ٠٫١ ٠٫١ ٠٫١ ٠٫١

ti(j+١) ٠٫٠٩ ٠٫١ ٠٫١١ ٠٫١١ ٠٫١١ ٠٫١١ ٠٫١١
t̂i ٠٫٠٩٣ ٠٫١٠۶۴ ٠٫١٠۴۵ ٠٫١٠٧٧ ٠٫١٠٨۵ ٠٫١١١٩ ٠٫١١٢٧
t̃i ٠٫٠٩ ٠٫١ ٠٫١٠۴۵ ٠٫١٠٧٧ ٠٫١٠٨۵ ٠٫١١ ٠٫١١

مولفه ٨ ٩ ١٠ ١١ ١٢ ١٣ ١۴
tij ٠٫١ ٠٫١١ ٠٫١١ ٠٫١١ ٠٫١١ ٠٫١٢ ٠٫١٢

ti(j+١) ٠٫١١ ٠٫١٢ ٠٫١٢ ٠٫١٢ ٠٫١٢ −− −−
t̂i ٠٫١١۶٠ ٠٫١١٨۴ ٠٫١٢٣١ ٠٫١٢٧۵ ٠٫١٣١٢ ٠٫١۴۵٠ ٠٫١۵٠٩
t̃i ٠٫١١ ٠٫١١٨۴ ٠٫١٢ ٠٫١٢ ٠٫١٢ ٠٫١۴۵٠ ٠٫١۵٠٩

مولفه ١۵ ١۶ ١٧ ١٨ ١٩ ٢٠ ٢١
tij ٠٫١٢ ٠٫١٢ ٠٫١٢ ٠٫١٢ ٠٫١٢ ٠٫١٢ ٠٫١٢

ti(j+١) −− −− −− −− −− −− −−
t̂i ٠٫١۴۴٢ ٠٫١۶۴٢ ٠٫١٧٠٢ ٠٫١٧٨۴ ٠٫١٩٢٩ ٠٫١٩٧٧ ٠٫٢٠٧٨
t̃i ٠٫١۴۴٢ ٠٫١۶۴٢ ٠٫١٧٠٢ ٠٫١٧٨۴ ٠٫١٩٢٩ ٠٫١٩٧٧ ٠٫٢٠٧٨
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٩۴ م.. رزمخواه، ا..، ،ͳنزاکت

خراب ٠٫٠٩ و ٠٫٠٨ زمان های در ͳبازرس بین اول مولفه مثال عنوان به مͳ شود، مشاهده ١ جدول در که همان طور
که است  ͳمنطق بنابراین است. [٠٫٠٨,٠٫٠٩] بازه از خارج که مͳ باشد ٠٫٠٩٣ برابر آمده به دست t̂i اما شده است،

شود. گرفته نظر در آن خرابی زمان عنوان به t̃i زمان
معیار مقادیر و شده داده برازش داه ها به آماری مختلف توزیع های ١ جدول در شده داده t̃i و t̂i مقادیر از استفاده با

شده است. ارائه ٢ جدول در (AIC) Έکائی آ
حاصل خرابی تا زمان توزیع برای مدل مناسب ترین که مͳ شود مشاهده ٢ جدول در Έکائی آ مقادیر به توجه با

شده برازش مختلف توزیع های به مربوط Έکائی آ معیار :٢ جدول
توزیع t̂ t̃

لΊ نرمال −٨١٫٨۴٧٨٢ −٨٠٫۵۶٧١۴
گاما −٨١٫١٢٧٣٧ −٧٩٫٧٧۵٧٩
نرمال −٧٩٫٠١۵۴٣ −٧٧٫۴٨١٠٣
وایبل −٧٧٫٩٨٣٣٩ −٧۶٫۶۵٩٩١

٠٫١٢ زمان از قبل تا مولفه ها از ͳکم تعداد اینکه به توجه با ترک، داده های در مͳ باشد. لΊ نرمال توزیع ترک، از
تا زمان توزیع مͳ شود مشاهده ٢ جدول در که همان طور و نزدیΈ اند هم به t̃i و t̂i مقادیر بنابراین شده اند، خراب
پارامترهای یا و هستند متفاوت شده برازش توزیع های اوقات ͳگاه اما شد. برازش یسان حالت دو هر در خرابی
بازه ای چه در مولفه که گرفت نادیده را نکته این نباید حال هر به دارند. هم با ͳفاحش تفاوت توزیع شده براورده

شده است. خراب

نتیجه گیری و بحث ۵
همچنین پرداختیم. خرابی زمان های ͳپیش بین و ͳفرسایش داده های تحلیل در تقریبی روش تبیین به مقاله این در

نمودیم. ارائه شده اصلاح ͳپیش بین Έی و کرده بیان را روش این ضعف نقاط

مراج΄
[1] Hamada, M. (2005), Using degradation data to asses reliability, Qual. Eng. 17, 615–620.

[2] Hudak, S.J., Saxena, A., Bucci, R.J. and Malcolm, R.C. (1978), Development of standard methods
of testing and analyzing fatigue crack growth rate data, Tech. Rep. AFML-TR-78-40, Westinghouse
R& D Center, Westing-House Electric Corporation, Pittsburg, PA.

[3] Lu, C.J. and Meeker, W.Q. (1993), Using degradation measurements to estimate a time-to-failure
distribution, Tech. 35, 161–174.

[4] Meeker, W. and Escobar, L.A. (1998), Statistical Methods for Reliability Data, Wiley, New York.

[5] Robinson, M.E. and Crowder, J.M. (2000), Bayesian methods for a growth-curve degradation model
with repeated measures, Lifetime Data Anal. 4, 357–374.
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گسسته Έلجستی نیمه توزیع

٢ م. ،ͳانزلی ١ ا. اصغرزاده،

مازندران دانشΎاه ،ͳریاض علوم دانشده آمار، گروه ١,٢

چیده
مورد آن خواص و ͳمعرف گسسته Έلجستی نیمه بنام جدیدی توزیع ،Έلجستی نیمه توزیع سازی گسسته با مقاله این در
تحلیل در پیشنهادی مدل کاربرد شود. ͳم بحث ماکسیمم درستنمایی روش به مدل این پارامتر براورد مͳ گیرد. قرار مطالعه

گرفت. خواهد قرار بحث مورد عددی مثال Έی قالب در ͳواقع داده های

لΊ‐مقعر خطر، نرخ تابع براورد، ، Έلجستی نیمه توزیع سازی، گسسته کلیدی: کلمات

پیش گفتار ١
از شده مشاهده مقادیر موارد، اغلب در است. دشوار و سخت پیوسته توزیع از نمونه Έی داشتن ͳواقع مسائل در
این در بنابراین باشند. شده بیان تقریب به است ممن ͳواقع مقادیر زیرا باشند، گسسته است ممن پیوسته توزیع
توزیع آن شده ی گسسته نوع شده مشاهده مقادیر واق΄ در مͳ آیند دست به پیوسته توزیع Έی از که ͳمشاهدات حالت،

مͳ باشند.
دارای پیوسته ͳتصادف متغیر X اگر شود. انجام مͳ تواند مختلف روش های به پیوسته توزیع های سازی گسسته
X پیوسته ͳتصادف متغیر سازی گسسته برای روش مهمترین صورت این در باشد SX(x) = P (X ≥ x) بقای تابع
و پیوسته ͳتصادف متغیر برای بΎیریم. نظر در را مͳ باشد X صحیح جزء [X] آن در که Y = [X] توزیع که است این

مͳ باشد زیر صورت به Y = [X] احتمال جرم تابع ، SX(x) بقای تابع با X ͳنا منف
P (Y = y) = P (y ≤ X < y + ١) = P (X ≥ y)− P (X ≥ y + ١)

= SX(y)− SX(y + ١), y = ٠,١,٢, ....
١elhammosayebi2@ut.ac.ir
٢Shemehsavar@khayam.ut.ac.ir
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٩۶ م.. ،ͳانزلی ا..، اصغرزاده،

Έلجستی نیمه توزیع ٢

است زیر صورت به Έلجستی نیمه توزیع بقای تابع و ͳالΎچ تابع

fX(x) =
٢e− x

σ

σ(١ + e−
x
σ )
, SX(x) =

٢e− x
σ

١ + e−
x
σ
, y ≥ ٠ σ > ٠ (١)

است. مقیاس پارامتر σ آنها در که
ͳتصادف متغیر آنگاه باشد، (١٬٢) در شده داده بقای تابع و ͳالΎچ تابع با Έلجستی نیمه توزیع دارای X اگر

بود خواهد زیر احتمال جرم تابع با ١ گسسته Έلجستی نیمه توزیع دارای Y = [X]

P (Y = y) = SX(y)− SX(y + ١) = ٢py

١ + py
− ٢py+١

١ + py+١

=
٢py(١ − p)

(١ + py)(١ + py+١)
, y = ٠,١,٢, ..; ٠ < p < ١ p = e−

١
σ ,

مͳ دهیم. نمایش Y ∼ dhlog(p) با را آن که

احتمال جرم تابع شل ٢ . ١
است. شده رسم ١ شل در p مختلف مقادیر ازای به گسسته Έلستی نیمه توزیع احتمال جرم تابع نمودار

dhlog(p) احتمال جرم تابع :١ شل

ͳمتوال احتمالات نسبت ٢ . ٢

P (Y = y + ١)
P (Y = y)

=
p(١ + py)

١ + py+٢ , y = ٠,١,٢, ... ٠ < p < ١

بلند دم دارای توزیع بنابراین مͳ کند. میل p به (ͳمتوال (احتمالات P (Y=y+1)
P (Y=y) نسبت y → ∞ که ͳزمان است واض

نسبت چون همچنین مͳ شود. درازتر راست سمت در توزیع دم p افزایش با ͳیعن است. وابسته pپارامتر به که است
داریم: لذا است، ͳنزول y به نسبت فوق ͳمتوال احتمالات

P (Y = y)
٢
> P (Y = y + ١)P (Y = y − ١), y = ٠,١,٢, ... ٠ < p < ١

Discrete half logistic١
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٩٧ آن کاربردهای و اعتماد قابلیت نظریه سمینار دومین

تابع i.دارای گسسته Έلجستی نیمه توزیع بودن، لΊ‐مقعر به توجه با است. لΊ‐مقعر فوق توزیع نتیجه، در
آن شده بریده توزیع .iv است. موجود آن گشتاورهای تمام .iii است. مدی تک قویا .ii است. صعودی خطر نرخ
گربر، و (کلیسون است لΊ‐مقعر و مدی تک اغلب دیΎر گسسته توزیع های با آن پیچش .v است. لΊ‐مقعر

.(١٩٧١

بقا تابع ٢ . ٣

از است عبارت Y ∼ dhlog(p) بقای تابع

S(y) = p(Y ≥ y) =
∞∑

Y=y

[
٢py

١ + py
− ٢py+١

١ + py+١ ]

=
٢py

١ + py
, y = ٠,١,٢, ....

خطر نرخ تابع ۴ . ٢

است زیر صورت به dhlog(p) توزیع خطر نرخ تابع

r(y) =
P (Y = y)

S(y)
=

١ − p

١ + py+١ ,

است. صعودی y به نسبت که

ها گشتاور ۵ . ٢

داد نشان مͳ توان آنگاه ، Y ∼ dhlog(p) اگر .١ قضيه

E(Y ) = ٢log٢ − ٠٫۵, V ar(Y ) = π٢/٣ − (٢log٢)٢ + ٠٫٠٨٣٣.

داریم پیوسته Έلجستی نیمه توزیع با X ͳتصادف متغیر برای برهان.

E(X) = ٢log٢, V ar(X) = π٢/٣ − (٢log٢)٢.

داریم U = X − [X] ∼ U(0, 1) و Y = [X] ∼ dhlog(p) آن در که X = Y + U چون اکنون

E(Y ) = E(X)− E(Y ) = ٢log٢ − ٠٫۵,

V ar(Y ) = V ar(X) + V ar(U) = π٢/٣ − (٢log٢)٢.
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٩٨ م.. ،ͳانزلی ا..، اصغرزاده،

ماکسیمم درستنمایی براورد ٣
به زیر صورت به نمونه درستنمایی تابع لΎاریتم آنگاه باشد، dhlog(p) از ͳتصادف نمونه Έی (y1, y2, ..., yn) اگر

مͳ آید دست

logL = (
n∑

i=١
yi) log p+ n log(١ − p)−

n∑
i=١

log(١ + pyi)−
n∑

i=١
log(١ + pyi+١).

مͳ باشد زیر صورت به توزیع پارامتر به نسبت درستنمایی لΎاریتم تابع مشتق

∂ logL

∂p
=

∑n
i=١ yi
p

− n

١ − p
−

n∑
i=١

yip
yi−١

١ + pyi
−

n∑
i=١

(yi + ١)pyi

١ + pyi+١ .

مͳ شود. محاسبه ∂ logL
∂p = 0 معادله حل از p ماکسیمم درستنمایی براورد بنابراین

ͳواقع های داده تحلیل ۴
مͳ گیرد. قرار بحث مورد ͳواقع داده های تحلیل در گسسته Έلجستی نیمه پیشنهادی توزیع کاربرد بخش این در
تا ١٨٧۵ سال های طول در سال هر در را لشر ١۴ در اسب لΎد توسط شده کشته نظامیان تعداد زیر داده های

.(١٩٨٨ هماران، و پریس   ) مͳ دهد نشان ١٨٩۴

geometric(p) poisson(λ) dhlog(p) oi x
(oi−êi)

٢

êi

(oi−êi)
٢

êi

(oi−êi)
٢

êi

٢٫۶٠٢ ٠٫١٧٧ ٠٫٣٨٨ ١۴۴ ٠
٧٫٩٢٢ ٠٫۴١٢ ٠٫٨٠١ ٩١ ١
٠٫۵٩۴ ٠٫١٢۵ ٠٫٠٫٢۴ ٣٢ ٢
٠٫٠٢٢ ١٫١٧١ ٠٫١٠١ ١١ ٣
١٫۵٨٠ ٠٫٢۶٧ ٠٫٣۵٧ ٢ ۴

p̂ = ٠٫۴١١٨ λ̂ = ٠٫٧ p̂ = ٠٫٢٩٧٣
χ٢ = ٠٫٠٠۵٢ χ٢ = ٢٫١۵٢ χ٢ = ١٫۶٧١
P = ٠٫۶٣٨١ P = ٠٫۵۴١۵ P = ٠٫۶۴٣۴

ͳنم برازش ها داده این به ͳهندس توزیع مͳ شود نتیجه p-valueمقادیر به توجه با فوق دو کای آزمون جدول از
ارائه فوق داده های مجموعه برای را بهتری برازش پواسون توزیع با مقایسه در گسسته Έلجستی نیمه توزیع شود.

مͳ دهد.

مراج΄
[1] Chakraborty, S. and Chakravarty, D. (2015), A New Discrete Probability Distribution with Integer

Support on (−∞, ∞), Communications in Statistics Theory and Methods (to appear).

٩٨



٩٩ آن کاربردهای و اعتماد قابلیت نظریه سمینار دومین

[2] Kelison, J. and Gerber, H. (1971), Some resulte for discrete uniodality, Journal of American statistical
association. 63, 223–229.

[3] Preece, D.A., Ross, G.J.S. and Kirby, S.P.J. (1988), Bortkewitsch’s horse-kicks and the generalized
linear model, The Statistician. 37, 313–318.
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بیرنبام‐ساندرز توزیع چند مقایسه

٢ ک نژاد، عبدالله ١ و طوسیان،

گلستان دانشΎاه ،ͳریاض علوم دانشده آمار، گروه

چیده
برابری آزمون مͳ گیرد. قرار مطالعه مورد ‐ساندرز بیرنبام توزیع به نام عمر طول توزیع های از خانواده Έی مقاله این در
ͳبررس مورد دلتا و تعمیم یافته مقدار ‐p روش اساس بر بیرنبام‐ساندرز جمعیت K برای اعتماد قابلیت تابع و چندک میانگین،

دارد. بهتری عملرد و بوده دقیق تر دلتا روش که مͳ دهد نشان شبیه سازی از حاصل عددی مطالعات مͳ گیرد. قرار

دلتا روش یافته، تعمیم p‐مقدار ساندرز، ‐ بیرنبام توزیع کلیدی: کلمات

پیش گفتار ١
مهمترین از ͳی و باشد ͳم عمر طول توزیعهای خانواده به متعلق (B − S) بیرنبام‐ساندرز پارامتری دو توزیع
قرار استفاده مورد ترک گسترش از ͳناش شست زمان های داده برای که است ͳمقیاس و ͳلش خانواده توزیعهای

مͳ گیرد.

نماد با و است β و α پارامترهای با بیرنبام‐ساندرز توزیع دارای X ͳتصادف متغیر [١] به توجه با .١ تعريف
باشد؛ زیر صورت به آن ͳتجمع توزیع تابع اگر شود، ͳم داده نشان X ∼ B − S(α, β)

F (x) = Φ

[
١
α

(√
x

β
−
√
β

x

)]
x > ٠

است. مقیاس پارامتر β و شل پارامتر α آن در که
١tousiyan.v@gmail.com
٢kamel-abdollahnezhad@yahoo.com
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١٠١ آن کاربردهای و اعتماد قابلیت نظریه سمینار دومین

کمیت Έی R آن گاه باشد، δ و θ و x و X از ͳتابع Έی R = R(X;x, θ, δ) کنید فرض [۵] به توجه با .٢ تعريف
باشد؛ داشته را زیر خاصیت دو اگر شود ͳم گفته یافته تعمیم محوری

نباشد. مجهول پارامترهای به وابسته R احتمال توزیع شده، داده x Έی برای .١
نباشد. وابسته مزاحم پارامتر به robs = R(X;x, θ, δ) شده مشاهده مقدار .٢

آزمون مͳ خواهیم باشیم. داشته (i = ١, ..., k) βi و αi پارامترهای با B − S توزیع با جمعیت k کنید فرض [٣]
دهیم؛ انجام را زیر

H٠ : g(α١, β١) = ... = g(αk, βk) (١)
H١ : g(αi, βi) ̸= g(αj , βj) i ̸= j(i, j = ١, ..., k)

باشد. ͳم شده داده دلخواه معادله ی Έی g(., .) آن در که
کنیم؛ تعیین زیر به صورت را g(., .) مͳ توانیم جمعیت k میانگین برابری ͳبررس برای مثال عنوان به

g(αi, βi) = βi(١ +
α٢
i

٢
) = µi

و مͳ دهیم قرار βA = (β١, ..., βK)τ ، αA = (α١, ..., αK)τ و g(αA, βA) = (g(α١, β١), ..., g(αk, βk))
τ اینجا در

مͳ کنیم؛ تعریف زیر به صورت را H ماتریس منظور بدین مͳ کنیم، ͳبازنویس ͳماتریس به صورت را فوق فرض

H =


١ ٠ . . . ٠ −١
٠ ١ . . . ٠ −١
... ... . . . ... ...
٠ ٠ . . . ١ −١


(k−١)×k

مͳ کنیم. ͳبازنویس ͳماتریس به صورت را (١) فرض آزمون حال

H٠ : Hg(αA, βA) = ٠ H١ : Hg(αA, βA) ̸= ٠ (٢)

مͳ بریم. به کار فوق فرض آزمون برای را دلتا روش و یافته تعمیم مقدار ‐p ادامه در

یافته تعمیم p‐مقدار روش ٢
مͳ شود؛ تعریف زیر به صورت H١ : θ ̸= θ٠ مقابل فرض برابر در H٠ : θ = θ٠ فرض آزمون برای یافته تعمیم p‐مقدار

p = Pr{| R(X;x, θ, δ) |≥ robs | θ٠} = Pr{∥ R(X;x, θ, δ) ∥٢≥ r٢
obs | θ٠}.

کل اندازه ی n =
∑k

i=١ ni و جامعه k از مستقل ͳتصادف نمونه ی Έی Xij j؛ = ١, ..., ni و i = ١, ..., k ازای به اگر
است. آمده به دست [۴] در که مͳ باشد Tβi و Tαi به ترتیب βi و αi برای یافته تعمیم محوری کمیت باشد، نمونه

νi ∼ و τi ∼ t(ni − ١) که g̃αi,βi := g̃αi,βi(xi; τi, νi) = g(Tαi , Tβi) نماد با g(αi, βi) برای محوری کمیت
زیر به صورت را Hg(αA, βA) برای یافته تعمیم محوری کمیت Έی مͳ توان بنابراین مͳ شود. داده نشان ،χ٢(ni)

آورد؛ به دست

THg := H(g̃α١,β١ , ..., g̃αk,βk
)τ = Hg̃αA,βA

(٣)

١٠١



١٠٢ ک. نژاد، عبدالله و.، طوسیان،

بیرنبام‐ساندرز توزیع ‐امین i اعتماد قابلیت تابع و ‐ام p میانگین،چندک برای یافته تعمیم محوری کمیت حال
با: است برابر

Gi,µ = Tβi(xi;τ )(١ + Tαi(xi; ν, τ)
٢/٢)

Gi,Qp =
Tβi(xi; τ)

٢

{
٢ + [Tαi(xi; ν, τ)Φ

−١(p)]٢

+ Tαi(xi; ν, τ)Φ
−١(p)

√
(Tαi(xi; ν, τ)Φ

−١(p))٢ + ۴
}

Gi,R(x٠) = ١ − Φ

 ١
Tαi(xi; ν, τ)

√ x٠

Tβi(xi; τ)
−

√
Tβi(xi; τ)

x٠


x = (xτ١ , ..., x

τ
k)

τ برای THg ͳشرط ͳ(٣)امیدریاض رابطه ی از استفاده با
مͳ آید؛ به دست زیر صورت به شده داده

µHg = E(THg | x) = HE(g̃αA,βA | x) = H{E(g̃α١,β١ | x١), ..., E(g̃αk,βk | xk)}τ

با: است برابر شده داده x برای THg ͳشرط کواریانس ماتریس همچنین،

ΣHg = Cov(THg | x) = HCov(g̃(α, β) | x)Hτ

= Hdiag{V ar(g̃(α١, β١) | x١), ..., V ar(g̃(αk, βk) | xk)}Hτ

پارامتر هیچ به T̄Hg توزیع شده، داده x برای مͳ باشد. T̄Hg =
∑−١/٢

Hg (THg−µHg) با برابر THg شده ی استاندارد فرم
توزیع اینرو از نمͳ باشد. وابسته ͳمجهول

∥ T̄Hg ∥٢= T̄ τ
HgT̄Hg = (THg − µHg)

τΣ−١
Hg(THg − µHg)

است. ͳمجهول پارامتر هر از مستقل نیز
µ̃٠ =

∑−١/٢
Hg (٠ − µHg) = −

∑−١/٢
Hg µHg کنید فرض

مͳ باشد؛ زیر صورت به H٠ فرض تحت یافته تعمیم مقدار ‐p است.

p = P (∥ T̄Hg ∥٢≥∥ µ̄٠ ∥٢) = P ((THg − µHg)
τΣ−١

Hg(THg − µHg) ≥ µτ
HgΣ

−١
HgµHg)

باشد. α سط از کمتر p مقدار که مͳ شود رد H٠ فرض ͳزمان

دلتا روش ٣
با: است برابر (αi, βi) شده ی اصلاح برآوردگرهای [٢] در

α̂i =

٢

[x̄i

ni∑
j=١

x−١
ij /ni

]١/٢

− ١


١/٢

, β̂i =

{
x̄i

(
ni∑
j=١

x−١
ij /ni

)−١/٢{١

β̂i و α̂i شده اصلاح گشتاوری برآوردگرهای مجانبی توأم توزیع همچنین مͳ باشد. x̄i =
∑ni

j=١ xij/ni اینجا در که
مͳ باشد؛ زیر به صورت

√
ni

(
α̂i − αi

β̂i − βi

)
→ N

( ٠
٠

)
,

 ٠٫۵α٢
i ٠

٠ (αiβi)
١)٢ + ٠٫٧۵α٢

i )

(١ + ٠٫۵α٢
i )

٢


١٠٢



١٠٣ آن کاربردهای و اعتماد قابلیت نظریه سمینار دومین

مͳ شود؛ تعریف زیر صورت به دلتا روش
√
ni(g(α̂i, β̂i)− g(αi, βi)) → N(٠, σ٢

gi)

که

σ٢
gi = gradtαi,βi

(g(αi, βi))

 ٠٫۵α٢
i ٠

٠ (αiβi)
١)٢ + ٠٫٧۵α٢

i )

(١ + ٠٫۵α٢
i )

٢

 gradαi,βi(g(αi, βi)) (۴)

باشد. ͳم gradαi,βi(g(αi, βi)) = (∂g(αi, βi)/∂αi, ∂g(αi, βi)/∂βi)
τ و

کنید فرض
،ñ = max{ni, i = ١, ..., k} ،g(αA, βA) = (g(α١, β١), ..., g(αk, βk))

τ و g(α̂A, β̂A) = (g(α̂١, β̂١), ..., g(α̂k, β̂k))
τ

رابطه ی از که مͳ شود مستقل نمونه k ایجاد به منجر نهایت در .i = ١, ..., k برای ٠ < λi ≤ ١ ،λi = limñ→∞(ni/ñ)

مͳ کنند؛ پیروی √زیر
ñ(g(α̂A, β̂A)− g(αA, βA)) ⇒ N(٠,Σg)

اینرو از است. Σg = diag(σ٢
g١/λ١, ..., σ

٢
gk/λk) که

√
ñ(Hg(α̂A, β̂A)−Hg(αA, βA)) ⇒ N(٠,HΣgH

τ )

و
ñ(Hg(α̂A, β̂A)−Hg(αA, βA))τ (HΣgH

τ )−١(Hg(α̂A, β̂A)−Hg(αA, βA)) ⇒ χ٢(K − ١) (۵)

به مͳ تواند آزمون آماره ی نتیجه در مͳ باشد. Hg(αA, βA) = ٠ رابطه ی(۵)، در صفر، فرض تحت کنید توجه
شود؛ تعریف زیر صورت

Tk = ñgτ (α̂A, β̂A)H
τ (HΣ̂gH

τ )−١Hg(α̂A, β̂A)

را β̂i و α̂i برآوردهای که ͳزمان این، بر علاوه مͳ باشد. Σg برآوردگر Έی Σ̂g = diag(ñσ̂٢
g١
/n١, ..., ñσ̂

٢
gk
/nk) که

آوریم. به دست را σ̂٢
gi برآورد مͳ توانیم دهیم، قرار (۴) رابطه ی در

با: است برابر دلتا روش در مقدار ‐p

p = Pr(Tk ≥ tk,obs) = ١ − Fχ٢
k−١

(tk,obs)

مͳ باشد. آزادی درجه K − ١ با اسویر کای ͳتجمع توزیع تابع معرف Fχ٢
K−١

(.) که
زیر به صورت اعتماد قابلیت تابع و ام ‐p چندک میانگین، برای σ٢

gi و gradαi,βi(g(αi, βi)) های کمیت حال
مͳ آید. به دست

داشت؛ خواهیم باشد، g(αi, βi) = βi(١ + ١
٢α

٢
i ) = µi که ͳزمان میانگین:

gradαi,βi(µ(αi, βi)) = (αiβi,١ + ٠٫۵α٢
i )

τ

با: است برابر (۴) رابطه ی طبق σ٢
gi و

σ٢
gi =

١
٢
α۴
i β

٢
i + (α٢

i β
٢
i )(١ +

٣
۴
α٢
i ) = (α٢

i β
٢
i )(١ +

۵
۴
α٢
i )

،Zi = αiΦ
−١(p) با g(αi, βi) = Qp,i = ٠٫۵βi{٢ + Z٢

i + Zi

√
Z٢
i + ۴} که ͳزمان : (٠ < p < ١) ‐ام p چندک

داریم؛ باشد،

١٠٣



١٠۴ ک. نژاد، عبدالله و.، طوسیان،

gradαi,βi
(Qp(αi, βi)) =

 Wi√
Z٢

i + ۴
(٢ + Z

٢
i + Zi

√
Z٢

i + ۴), ٠٫۵(٢ + Z
٢
i + Zi

√
Z٢

i + ۴)


τ

مورد این در و Wi = βiΦ
−١(p) با

σ٢
gi =

(
∂g(αi, βi)

∂αi

)٢

.٠٫۵α٢
i +

(
∂g(αi, βi)

∂βi

)٢

.(αiβi)
٢.

١ + ٠٫٧۵α٢
i

(١ + ٠٫۵α٢
i )

٢

= ٠٫۵α٢
i (٢ + Z٢

i + Zi

√
Z٢
i + ۴)

[
Wi

Z٢
i + ۴

+ ٠٫۵β٢
i

١ + ٠٫٧۵α٢
i

(١ + ٠٫۵α٢
i )

٢

]
با است برابر علاقه مورد تابع اعتماد: قابلیت تابع

g(αi, βi) = Ri(x٠) = ١ − Φ[α−١
i (
√
x٠/βi −

√
βi/x٠]

gradαi,βi
(R(αi, βi, x٠)) =

 Qi√
٢πα٢

i

√
x٠

βi

−

√
βi

x٠

 ,
Qi

٢
√

٢παiβi

√
x٠

βi

+

√
βi

x٠

τ

σgi =
Q٢

i

۴π


[

١
αi

(√
x٠

βi
−

√
βi

x٠

)]٢

+ ٠٫۵

(√
x٠

βi
+

√
βi

x٠

)٢
١ + ٠٫٧۵α٢

i

(١ + ٠٫۵α٢
i )

٢


.Qi = exp{−٠٫۵α−٢

i (
√
x٠/βi −

√
βi/x٠)

٢} با

شبیه سازی مطالعات ۴
کنترل بهتر را اول نوع خطای (Tk) دلتا روش ،R(١٫٢) قابلیت تابع و µ میانگین برای ، ١و٢ جداول به توجه با
شبیه سازی اندازه ،Q٠٫١ مانند مواردی در دارد. (Gk) یافته تعمیم p‐مقدار روش به نسبت را بالاتری توان و مͳ کند
روش اینجا در بنابراین دارند. معنͳ داری سط حفظ جهت را مشابه ای کارایی و عملرد ،Tk و Gk اساس بر شده

مͳ شود. توصیه دلتا
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١٠۵ آن کاربردهای و اعتماد قابلیت نظریه سمینار دومین

k = ٣, α∗ = عددی سط در (Tk) دلتا آزمون و (Gk) یافته تعمیم مقدار ‐p آزمون شده شبیه سازی اندازه :١ جدول
.٠٫٠۵

k T k G

R(١٫٢) Q٠٫١ µ R(١٫٢) Q٠٫١ µ (β١, β٢, β٣) (α١, α٢, α٣)

١, n٢, n٣) = (۴٠, ۶٠, ٨٠) (n

٠/٠۵۵ ٠/٠۵۶ ٠/٠۵٢ ٠/٠۵٣ ٠/٠۴٣ ٠/٠۴٢ (١،١،١) (٠/۵،٠/۵،٠/۵)

٠/٠۵٨ ٠/٠۵٧ ٠/٠۵۴ ٠/٠۴٠ ٠/٠۵١ ٠/٠۴۴ (٢،٢،٢) (٠/۴،٠/۴،٠/۴)

٠/٠۴٢ ٠/٠۵۵ ٠/٠۵١ ٠/٠٣٧ ٠/٠۵٢ ٠/٠٣٧ (٣،٣،٣) (٠/۵،٠/۵،٠/۵)

٠/٠۵٧ ٠/٠۵٢ ٠/٠۵٢ ٠/٠۴۶ ٠/٠۵٢ ٠/٠٣٨ (٣/۵،٣/۵،٣/۵) (٠/٨،٠/٨،٠/٨)

١, n٢, n٣) = (۶٠, ۶٠, ۶٠) (n

٠/٠۵۶ ٠/٠۵۵ ٠/٠۵٢ ٠/٠۴٢ ٠/٠۵٠ ٠/٠۴٢ (١،١،١) (٠/۵،٠/۵،٠/۵)

٠/٠۵٧ ٠/٠۵٧ ٠/٠۵۴ ٠/٠۴٢ ٠/٠۵٣ ٠/٠۴١ (٢،٢،٢) (٠/۴،٠/۴،٠/۴)

٠/٠۴٢ ٠/٠۵۴ ٠/٠۵٢ ٠/٠٣٨ ٠/٠۵٢ ٠/٠٣٨ (٣،٣،٣) (٠/۵،٠/۵،٠/۵)

٠/٠۵۵ ٠/٠۴٩ ٠/٠۵٢ ٠/٠۴٣ ٠/٠۵٢ ٠/٠٣٩ (٣/۵،٣/۵،٣/۵) (٠/٨،٠/٨،٠/٨)

١, n٢, n٣) = (۶٠, ۶٠, ٨٠) (n

٠/٠۵٢ ٠/٠۵١ ٠/٠۵٣ ٠/٠۵۵ ٠/٠۵١ ٠/٠۵٠ (١،١،١) (٠/۵،٠/۵،٠/۵)

٠/٠۵۶ ٠/٠۵۴ ٠/٠۵٢ ٠/٠۴٧ ٠/٠۴٧ ٠/٠۴٣ (٢،٢،٢) (٠/۴،٠/۴،٠/۴)

٠/٠۴١ ٠/٠۵٣ ٠/٠۵٢ ٠/٠۴٠ ٠/٠۴٧ ٠/٠۴٠ (٣،٣،٣) (٠/۵،٠/۵،٠/۵)

٠/٠۵٢ ٠/٠۵١ ٠/٠۵١ ٠/٠۴۵ ٠/٠۵٣ ٠/٠۴١ (٣/۵،٣/۵،٣/۵) (٠/٨،٠/٨،٠/٨)

١, n٢, n٣) = (٧٠, ٧٠, ٧٠) (n

٠/٠۵٠ ٠/٠۵۵ ٠/٠۵٣ ٠/٠۴٣ ٠/٠۵۴ ٠/٠۴٣ (١،١،١) (٠/۵،٠/۵،٠/۵)

٠/٠۵٣ ٠/٠۵٣ ٠/٠۵٢ ٠/٠۴٩ ٠/٠۴۵ ٠/٠۴۶ (٢،٢،٢) (٠/۴،٠/۴،٠/۴)

٠/٠۴۵ ٠/٠۵۴ ٠/٠۵١ ٠/٠۴٠ ٠/٠۴٧ ٠/٠۴۵ (٣،٣،٣) (٠/۵،٠/۵،٠/۵)

٠/٠۵۴ ٠/٠۵٢ ٠/٠۴٨ ٠/٠۴۶ ٠/٠۴۶ ٠/٠۴٢ (٣/۵،٣/۵،٣/۵) (٠/٨،٠/٨،٠/٨)

١, n٢, n٣) = (٨٠, ٨٠, ٨٠) (n

٠/٠۵۵ ٠/٠۵٢ ٠/٠۵١ ٠/٠۴۶ ٠/٠۵۴ ٠/٠۵٠ (١،١،١) (٠/۵،٠/۵،٠/۵)

٠/٠۵٣ ٠/٠۵٢ ٠/٠۵١ ٠/٠۵١ ٠/٠۵١ ٠/٠۴٣ (٢،٢،٢) (٠/۴،٠/۴،٠/۴)

٠/٠۴٧ ٠/٠۵١ ٠/٠۴٩ ٠/٠۴٢ ٠/٠۴۶ ٠/٠۴۶ (٣،٣،٣) (٠/۵،٠/۵،٠/۵)

٠/٠۵٢ ٠/٠۵٠ ٠/٠۵٠ ٠/٠۴٧ ٠/٠۴٩ ٠/٠۴۵ (٣/۵،٣/۵،٣/۵) (٠/٨،٠/٨،٠/٨)

١٠۵



١٠۶ ک. نژاد، عبدالله و.، طوسیان،

k = ٣, α∗ = عددی سط در (Tk) دلتا آزمون و (Gk) یافته تعمیم مقدار ‐p آزمون شده شبیه سازی توان :٢ جدول
.٠٫٠۵

k T k G

R(١٫٢) Q٠٫١ µ R(١٫٢) Q٠٫١ µ (β١, β٢, β٣) (α١, α٢, α٣)

١, n٢, n٣) = (۴٠, ۶٠, ٨٠) (n

٠/٩٣۵ ٠/٧۴٩ ٠/٨۴٨ ٠/٩٢۵ ٠/۶٩٨ ٠/٧٧٨ (٢،٢،١/٢) (١،١،١)

٠/٩٩٨ ٠/٩۴٧ ٠/٩٨٧ ٠/٩٩٨ ٠/٩٣٢ ٠/٩٧٠ (٢،٢،١) (١،١،١)

٠/٣۶۴ ٠/٩٠١ ٠/۵٩٠ ٠/٣۴٣ ٠/٩٠٢ ٠/٣۵٧ (٢،٢،٢) (١،١،١/٨)

٠/۴٧۶ ٠/٩٧٠ ٠/٧۴۴ ٠/۴١۵ ٠/٩۵٧ ٠/۴۶٨ (٢،٢،٢) (١،١،٢)

١, n٢, n٣) = (۶٠, ۶٠, ۶٠) (n

٠/٩٠۵ ٠/٧٢٧ ٠/٨٣۵ ٠/٨٩۴ ٠/۶٧۵ ٠/٧۴٠ (٢،٢،١/٢) (١،١،١)

٠/٩٩۶ ٠/٩٣۴ ٠/٩٨٣ ٠/٩٩۶ ٠/٩۴٣ ٠/٩۵٧ (٢،٢،١) (١،١،١)

٠/٣٣۴ ٠/٨٧۵ ٠/۴٠٩ ٠/٣٠۶ ٠/٨٣٢ ٠/١٨١ (٢،٢،٢) (١،١،١/٨)

٠/۴٣۵ ٠/٩٨۴ ٠/۵۵٣ ٠/٣٨٧ ٠/٩۴۶ ٠/٢٣٧ (٢،٢،٢) (١،١،٢)

١, n٢, n٣) = (۶٠, ۶٠, ٨٠) (n

٠/٩۴۶ ٠/٧٧٨ ٠/٨٩٢ ٠/٩٢١ ٠/٧۵٣ ٠/٨٣٢ (٢،٢،١/٢) (١،١،١)

٠/٩٩٩ ٠/٩۶٨ ٠/٩٩٣ ٠/٩٩٨ ٠/٩۵٣ ٠/٩٨٢ (٢،٢،١) (١،١،١)

٠/۴٠٣ ٠/٩٢٣ ٠/۶١٧ ٠/٣٣١ ٠/٩١١ ٠/٣۶۵ (٢،٢،٢) (١،١،١/٨)

٠/۴٩٩ ٠/٩٧٨ ٠/٧۶٢ ٠/۴٣٩ ٠/٩٧١ ٠/۴٨۴ (٢،٢،٢) (١،١،٢)

١, n٢, n٣) = (٧٠, ٧٠, ٧٠) (n

٠/٩۴٣ ٠/٧٨١ ٠/٨٩٠ ٠/٩٣٢ ٠/٧۴١ ٠/٨١٣ (٢،٢،١/٢) (١،١،١)

٠/٩٩٨ ٠/٩۶٨ ٠/٩٩٣ ٠/٩٩٨ ٠/٩۶۴ ٠/٩٨٢ (٢،٢،١) (١،١،١)

٠/٣٨٢ ٠/٩١۵ ٠/۵٠٧ ٠/٣۶١ ٠/٨٩٣ ٠/٢۶۵ (٢،٢،٢) (١،١،١/٨)

٠/۴٩۴ ٠/٩۶٨ ٠/۶٧٣ ٠/۴٧۶ ٠/٩۶۴ ٠/٣٧۴ (٢،٢،٢) (١،١،٢)

١, n٢, n٣) = (٨٠, ٨٠, ٨٠) (n

٠/٩۶۵ ٠/٨٣٨ ٠/٩٢٩ ٠/٩۵۴ ٠/٨١٧ ٠/٨٩٣ (٢،٢،١/٢) (١،١،١)

٠/٩٩٩ ٠/٩٨٣ ٠/٩٩٨ ٠/٩٩٩ ٠/٩٧١ ٠/٩٩٣ (٢،٢،١) (١،١،١)

٠/۴٢۵ ٠/٩٣۶ ٠/۶٠٢ ٠/٣٨٣ ٠/٩٢٧ ٠/٣٩١ (٢،٢،٢) (١،١،١/٨)

٠/۵۵١ ٠/٩٨۶ ٠/٧۶٢ ٠/۵٠٢ ٠/٩٧٩ ٠/۵۵٣ (٢،٢،٢) (١،١،٢)

١٠۶


