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ͳفضای و ͳترتیب های داده ͳعلم قطب ،١٣٩١ خردادماه ٩و١٠ ها، ͳΎوابست انواع و مفصل نظریه ͳآموزش کارگاه دومین

پیشΎفتار

مراکز و ها دانشΎاه ͳمیل΋ت تحصیلات دانشجویان ͳعلم ΀سط ارتقای و ͳعلم هیأت اعضای نظر تبادل منظور به
انواع و مفصل تاب΄ ͳآموزش كارگاه دومین ها، ͳΎوابست انواع و مفصل تاب΄ ͳعلم کاربران و کشور ͳعال آموزش
ͳفردوس دانشΎاه ͳفضای و ͳترتیب های داده ͳعلم قطب توسط ١٣٩١ سال خردادماه ١٠ و ٩ روزهای ها ͳΎوابست
کرمانشاه رازی و تهران مدرس، تربیت اصفهان، مشهد، ͳفردوس های دانشΎاه آمار های گروه هم΋اری با و مشهد
روزه دو كارگاه این در گردید. برگزار مشهد ͳفردوس دانشΎاه ͳریاض علوم دانش΋ده محل در ایران آمار انجمن و
ها ͳΎوابست انواع و مفصل تاب΄ كاربران و ͳمیل΋ت تحصیلات دانشجویان ،ͳعلم هیأت اعضای از نفر ۵٠ از بیش
ͳدریافت مقالات ͳبررس به اقدام ͳعلم كمیته كارگاه، فراخوان از پس نمودند. شركت ͳعلم مراكز و ها دانشΎاه از
كه ͳعموم ͳسخنران پن; تعداد همچنین داد. قرار موافقت مورد ͳسخنران صورت به را مقاله چهارده تعداد و نموده
کارگاه این ͳعموم سخنرانان گردید. ارایه كارگاه برگزاری روز نیم سه در بود مفصل تاب΄ كاربردی بحثهای شامل

بودند: زیر شرح به

مشهد ͳفردوس دانشΎاه آمار گروه استاد بزرگنیا، ابوالقاسم دکتر آقای •

مشهد ͳفردوس دانشΎاه آمار گروه استاد ،ͳامین محمد دكتر آقای •

مشهد ͳفردوس دانشΎاه آمار گروه استاد برزادران، ͳمحتشم غلامرضا دكتر آقای •

یزد دانشΎاه آمار گروه استادیار ،ͳدولت ͳعل دكتر آقای •

مشهد ͳفردوس دانشΎاه آمار گروه استادیار ،ͳنوقاب جباری هادی دکتر آقای •

ͳفردوس دانشΎاه ͳفضای و ͳترتیب های داده ͳعلم قطب ͳاطلاعات پایΎاه در کارگاه این ͳعموم های ͳسخنران متن
شش و ͳفارس ی مقاله هفت تعداد کامل متن است. ͳدسترس قابل http://osdce.um.ac.ir ͳنشان به مشهد
شامل اول بخش که است شده تدوین مجموعه این در ͳعلم کمیته تأیید از پس شده پذیرفته ͳلیسΎان ی مقاله

است. ͳفارس مقالات شامل دوم بخش و ͳلیسΎان مقالات
آمار گروه ͳپشتیبان مرهون ،ͳاجرای و ͳعلم های کمیته ناپذیر ͳΎخست تلاش بر علاوه کارگاه این برگزاری
ͳعلم قطب ͳقدران و سپاس مراتب وسیله بدین است. بوده دانشΎاه این محترم مسئولین و مشهد ͳفردوس دانشΎاه

نماییم. ͳم ابراز را مشهد ͳفردوس دانشΎاه آمار گروه ͳفضای و ͳترتیب های داده

ͳاله توفیق آرزوی با
ͳفضای و ͳترتیب های داده ͳعلم قطب

ب
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مفصل و ͳمثلث نرم�های روابط بر مروری
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م. ،ͳامین و ح. احمدزاده،

مفصل تواب΄ از استفاده با محور مدل خوشه�بندی
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ا. افسریه،
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مفصل و ͳمثلث نرم�های روابط بر مروری

م. ،ͳامین و ح.١ احمدزاده،

مشهد ͳفردوس دانشΎاه آمار گروه

چ΋یده

ͳمثلث نرم�های از ͳبزرگ کلاس سپس م�ͳشود. بیان مفصل تاب΄ با آن�ها شباهت و ͳمثلث نرم�های مقاله این در

ͳارشمیدس مفصل و ͳارشمیدس ͳمثلث نرم�های بین ارتباط به و شده ͳمعرف ͳارشمیدس ͳمثلث نرم�های به موسوم

است. شده بیان ͳمثلث نرم�های تعمیم مورد در ͳات΋ن پایان در و م�ͳشود پرداخته

مفصل. ،ͳمثلث نرم�های کلیدی: های واژه

ͳمثلث نرم�های و مفصل ١

توام توزی΄ آن�گاه بΎیرید نظر در را ها آن ای حاشیه های توزی΄ و F١, F٢, ..., Fk k ͳتصادف متغیر X١, X٢, ..., Xk

بدین آن�ها
بود: خواهد صورت

F (y١, y٢, ..., yk) = C(F١(y١), ..., Fk(yk))

م�ͳخواهیم حال بΎیرید نظر در ,(x)mA١را ...,mAk
(x) ͳیعن آن�ها عضویت تاب΄ ,A١و ..., Ak فازی مجموعه�ی k اکنون

داد: بیشنهاد صورت بدین را عضویت تاب΄ این زاده آوریم. بدست را ∩ki=١Ai عضویت تاب΄

m∩k
i=١Ai

(x) = min(mA١(x), ...,mAk
(x))

فرم بدین T-نرم کارگیری به با اشتراک عضویت تاب΄ منظور بدین نم�ͳدهد. بوشش را اصول از ͳبرخ min که
م�ͳشود. داده نمایش

m∩k
i=١Ai

(x) = T (mA١(x), ...,mAk
(x))

م�ͳشوند. تعریف زیر صورت به که شدند ͳمعرف منجر توسط بار نخستین ͳمثلث نرم�های
کند: صدق زیر شرایط در اگر گوییم نرم -T Έی را T (x, y) : I × I → I متغیره دو تاب΄

T (x,١) = x, T (x,٠) = T (٠, x) = ٠ (١
١email: ahmadzadeh.h.63@gmail.com
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x١ ≤ x٢, y١ ≤ y٢ ⇒ T (x١, y١) ≤ T (x٢, y٢) :ͳنوای΋ی (٢
T (x, y) = T (y, x) :ͳبه�جای جا (٣

T (x, T (y, z)) = T (T (x, y), z) شرکت�بذیری: (۴
گوییم: S-نرم یا هم�نرم T Έی را S(x, y) : I × I → I متغیره دو تاب΄ -تعریف:

S(x,١) = ١, S(٠, x) = S(x,٠) = x (١
x١ ≤ x٢, y١ ≤ y٢ ⇒ S(x١, y١) ≤ S(x٢, y٢) :ͳنوای΋ی (٢

S(x, y) = S(y, x) :ͳبه�جای جا (٣
S(x, S(y, z)) = S(S(x, y), z) شرکت�بذیری: (۴

Έی وفقط Έی م�ͳتوان T-نرم هر برای دیΎر طرف از م�ͳباشند. هم دوگان S-نرم و T-نرم فوق تعاریف به توجه با
که ͳقسم به کرد تعریف S-نرم

T (x, y) = ١− S(١− x,١− y)

آن�گاه باشد T-نرم Έی T اگر

Z ≤ T ≤Min

باشد ͳم T-نرم) (ضعیف�ترین Έدراستی عملΎر Z که

Z(x, y) =

 x y = ١
y x = ١
٠ اینصورت غیر در

ͳارشمیدس T-نرم�های ١.١

که ͳقسم به باشد موجود N به متعلق nای u, v ∈ (٠,١) هر برای اگر گویند ͳارشمیدس T-نرم Έی را T [١]

T (u, ..., u) < v

مفصل ٢

کند: صدق زیر شرایط در اگر گویند مفصل Έی را C : I × I → I متغیره دو تاب΄
C(u,١) = u,C(١, v) = v و C(u,٠) = C(٠, v) = ٠ :u, v ∈ I هر برای اگر (١

باشیم داشته v١ < v٢ و u١ < u٢ که u١, u٢, v١, v٢ هر برای (٢

C(u٢, v٢)− C(u٢, v١)− C(u١, v٢) + C(u٢, v٢) ≥ ٠.
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که W < C < Min م�ͳدانید که همانΎونه م�ͳکند. صدق شیتس لیب شرط در آن�گاه باشد مفصل Έی C اگر
کند. صدق شیتس لیب شرط در اگر تنها و اگر م�ͳباشد مفصل Έی T نرم T .W (x, y) = max(x+ y − ١,٠)

مفصل�ها ͳبرخ ١.٢

نم�ͳباشند: شرکت�پذیر اما هستند متقارن که ͳمفصل�های
Cα(x, y) =

١
١+αmax(x+ y − ١+ α− α|x− y|,٠), ٠ < α < ١).١

Cα(x, y) = (١− α)max(x+ y − ١,٠) + αmin(x, y), ٠ < α < ١. (٢
و اگر م�ͳباشد نرم T مفصل Έی Cα(x, y) =

α٢(١−α)
٢ max(x+ y− ١,٠) + (١− α٢)xy+ α٢(١+α)

٢ min(x, y) (٣
صورت این در باشد نرم T Έی T کنید فرض باشد. پذیر شرکت اگر تنها

dT =

{
ST (x, y)− T (x, y) x ̸= y

٠ x = y

قضیه ع΋س م�ͳباشد. متر dT آن�گاه باشد مفصل T T-نرم اگر م�ͳگیریم. نظر در را م�ͳباشد T نرم هم ST که
نیست. برقرار فوق

مفصل Έی C اگر نم�ͳباشد. مفصل T لزوماً صورت این در باشد متر Έی نیز dT و باشد Tنرم Έی T اگر ͳیعن
صورت دراین باشد (T-نرم)

Cϕ(x, y) = ϕ(C(ϕ−١(x), ϕ−١(y)))

م�ͳباشد. متر dT اما نم�ͳباشد مفصل T نرم T [۴] م�ͳباشد. نرم) T) مفصل Έی نیز

t(x) =

{
١− log٣x x ∈ [٠, ١٣ ]
١)٣− x) x ∈ (١٣ ,١]

م�ͳباشد: زیر صورت به ͳجمع مولد این توسط شده تولید Tنرم و

T (x, y) =



xy
٣ (x, y) ∈ [٠, ١٣ ]

٢

x٣−٣(١−y) (x, y) ∈ [٠, ١٣ ]× (١٣ ,١]
y٣−٣(١−x) (x, y) ∈ [١٣ ,١]× [٠, ١٣ ]
٣٣x+٣y−۵ (x, y) ∈ [١٣ ,١]

٢, x+ y < ۴
٣

x+ y − ١ (x, y) ∈ (١٣ ,١]
٢, x+ y ≥ ۴

٣

C مفصل نم�ͳباشد. مفصل T ͳارشمیدس Tنرم بنابراین نم�ͳباشد محدب t ͳجمع مولد که این به توجه با که
م�ͳباشد ͳارشمیدس مفصل ͳارشمیدس نرم T Έی .δ(x) < x و باشد شرکت�پذیر اگر تنها و اگر است ͳارشمیدس
limn→∞δ

n
T (x) = ٠ ∀٠ < x < ١ اگر تنها و اگر است ͳارشمیدس Tنرم Έی باشد. محدب ϕ مولد اگر تنها و اگر
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به توجه با که م�ͳباشد بزرگ کلاس Έی ͳارشمیدس نرم�های T کلاس قضیه بدین توجه با δT (x) = T (x, x) که
نرم T Έی xy

١−α(١−x)(١−y) ͳیعن هاماخر نرم T مثال عنوان به م�ͳشود. حاصل ͳارشمیدس مفصل مولد بودن محدب
موسوم که م�ͳشود حاصل ͳارشمیدس مفصل α ∈ [−١,١] ازای به که م�ͳباشد log ١−α+αxx مولد با م�ͳباشد ͳارشمیدس

م�ͳباشد. AMH مفصل به

آن�ها: تعمیم مورد در ͳات΋ن و Tنرم�ها ٢.٢

هاماخر Tنرم تعمیم (١
و نرم T اساس بر نیز این�جا در دادیم. تعمیم [٣] دورانت کار اساس بر بقا مفصل حسب بر را AMH مفصل ما

:ͳیعن داد تعمیم را مفصل این هم�نرم
T١(x, y)

١− α(١− S١(x, y))
.

نمود. ͳبررس را شرکت�ب�ذیری بایدشرط تنها
براد: و دوبوا Tنرم تعمیم

Tα =
xy

max(x, y, α)

م�ͳشود: بیشنهاد دورانته روش اساس بر صورت بدین ͳتعمیم مفصل این برای

min(x, y)f(max(x, y))

f(max(x, y, α))

م�ͳشود. حاصل براد و دوبوا Tنرم آن�گاه f(x) = x اگر
.Min نرم T باشد f(x) = ١ اگر

شود. ͳبررس تعمیم این بذیری شرکت شرط باید ͳکل حالت در
است: شده ͳمعرف فرم بدین نرم T Έی مقاله�ای در البته

Tα,β(x, y) =
max(xy − β(١− x)(١− y),٠)

١− α(١− x)(١− y)

داد: تعمیم صورت بدین م�ͳتوان را نرم T این که

Tα,β(x, y) =
max(T١(x, y)− β(١− S١(x, y)),٠)

١− α(١− S١(x, y))
.

این در باشد superadditive T Tنرم اگر که م�ͳشود مطرح سئوال این شود. ͳبررس شرکت�بذیری شرط باید که
باشد ͳجمع مولد Έی t کنید فرض [٢] است؟ مفصل T آیا صورت

t(x) =

{
١− log٢x x ∈ [٠, ١٢ ]
۴(١− x) ow
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صورت این در

T (x, y) =



xy
٢ (x, y) ∈ [٠, ١٢ ]

٢,
x٢−۴(١−y) (x, y) ∈ [٠, ١٢ ]× (١٢ ,١],
y٢−۴(١−x) (x, y) ∈ (١٢ ,١]× [٠, ١٢ ],
٢۴x+۴y−٧ (x, y) ∈ (١٢ ,١]

٢, x+ y ≤ ٣
٢ ,

x+ y − ١ (x, y) ∈ (١٢ ,١]
٢, x+ y ≥ ٣

٢ ,

نخواهد مفصل T ͳارشمیدس Tنرم لذا نم�ͳباشد محدب t مولد که این به توجه با که م�ͳباشد. superadditive T که
م�ͳکند: صدق تقارن جز به نرم T شرایط کلیه در که ͳرهایΎعمل بود.

T (x, y) =

 x+ y − ١, x+ y > ٣
٢ ,١

٢ , x+ y = ٣
٢ and x < y,

Z(x, y), o.w.

و

T (x, y) =

 ٠, (x, y) ∈ [٠, ١٢ ]× [٠,١),
Min(x, y), otherwise.
Z(x, y), o.w.

T (x, y) = x الف) نم�ͳکنند: صدق تقارن و ͳنوای΋ی شرط در اما م�ͳباشند شرکت�پذیر که ͳرهایΎعمل
٠ ≤ α ≤ ١

٢ ازای به ب)

T (x, y) =

 Min[Max(x, y), α], ٠ ≤ x ≤ α,
x, α ≤ x ≤ ١− α,

Max[Min(x, y),١− α], ١− α ≤ x ≤ ١,

نتیجه�گیری و بحث

بسیاری م�ͳتوان نیز مقاله این در داد. تعمیم آن بقای مفصل و مفصل Έی اساس بر م�ͳتوان را مفصل�ها از بسیاری
مورد منظر این از را آمده بدست ͳمثلث نرم سپس داد. تعمیم آن هم�نرم و ͳمثلث نرم Έی اساس بر را ͳمثلث نرم�های از

م�ͳدهد؟ پوشش را جبران�پذیری خاصیت و طرد اصل و شمول اصل مانند اصول از ͳبرخ آیا که داد قرار ͳبررس

مراج΄

[1] Alsina, A. (2006), Associative functions: Traingular norms and copulas, World Scientific.

[2] Durante, F. (2005), Solution of an open problem for associative copulas, Fuzzy Sets and Systems,

152, 411–415.



ها ͳΎوابست انواع و مفصل نظریه ͳآموزش کارگاه دومین ۶

[3] Durante, F. (2007), A new family of bivariate copulas, comptes Rendus Mathematique, 344, 195–

198.

[4] Kelment, E., Mesiar, R. and Pap, E. (2000), Traingular norms, Springer.

[5] Nelsen, R. (2006), An introduction to Copulas, Springer.

[6] Ouyang, Y. (2012), A note on metrics induced by copulas, Fuzzy Sets and Systems, 191, 122–125.



مفصل تواب΄ از استفاده با محور مدل خوشه�بندی

ا.١ افسریه،

یزد دانشΎاه آمار گروه

چ΋یده

الΎوی یافتن خوشه�بندی، روش�های از ͳ΋ی است. متغیره چند داده�های تحلیل روش�های از ͳ΋ی بندی، خوشه

آمیخته�ای معمولا˦ عمل در م�ͳشود. گفته محور مدل خوشه�بندی راهبرد، این به داده�هاست. برای ͳمناسب ͳاحتمال

توزی΄�های از استفاده راهبرد مقاله این در م�ͳشود. استفاده خوشه�ها توزی΄ عنوان به چندمتغیره نرمال توزی΄�های از

م�ͳگیرد. قرار بحث مورد خوشه�بندی برای مفصل تواب΄ و دیΎر آمیخته

مفصل. آمیخته، های توزی΄ محور، مدل بندی خوشه کلیدی: های واژه

مقدمه ١

به داده�ها تا م�ͳشود ͳسع خوشه�بندی در باشند. داشته شباهت هم به که م�ͳشود گفته داده�ها از مجموعه�ای به خوشه�
خوشه�های درون داده�های بين شباهت و حداکثر خوشه هر درون داده�های بين شباهت که شوند تقسيم ͳخوشه�هاي
یا گروه�ها تعداد مورد در ͳفرض Ϳهی آن در که است ͳقدیم روش Έی خوشه�ای تحلیل شود. حداقل متفاوت
چندمتغیره داده�های آنالیز برای روش�ها ترین پرکاربرد از ͳ΋ی خوشه�ای تحلیل نم�ͳشود. گرفته نظر در آن�ها ساختمان
داده�هاست. تولید م΋انیزم در مناسب ͳاحتمال مدل Έی برازش برای روش Έی عنوان به خوشه�بندی آمار در و است
روش�های از ͳ΋ی داده�هاست. برای مدل) Έی) مناسب الΎوی یافتن خوشه�ای، تحلیل اهداف از ͳ΋ی این بنابر
برای م�ͳشود. گفته محور مدل خوشه�بندی خوشه�بندی، نوع این به است. آمیخته مدل�های از استفاده خوشه�بندی،
عنوان به X = (x١, ..., xp)داده�های روش این در کرد. اشاره (١٩٩٣) رفتری مقاله به توان ͳم موضوع این جزئیات

فرم به آمیخته ͳالΎچ تاب΄ Έی از مشاهده�ای

h(X, θ) =
K∑
k=١

πifk(X, θk)

دارای kام خوشه است. آن پارامتر θk و kام خوشه مشاهدات توأم ͳالΎچ fkتاب΄ آن در که م�ͳشود گرفته نظر در
θ = . ∑K

k=١ πk = ١ و است خوشه این به x مشاهده تعلق احتمال بیانΎر که است، πk پیشین احتمال Έی

١email: ���
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پارامتر بردار θk = (θk١ , ..., θkdk ) و است شده تعریف Rd روی بر که h(.) به مربوط پارامتر بردار (θ١, ...θk, π١, ...πk)
نیاز و هستند مجهول θkو πk پارامترهای مدل این در هستند. است، شده تعریف Rdk روی بر ;.)fkکه θk) به مربوط
که م�ͳشود فرض معمولا˦ م�ͳشود. انجام EM الΎوریتم از استفاده با آمیخته مدل پارامترهای برآورد دارند. برآورد به
محدود اندازه�ای تا بودن نرمال فرض باشد. Σk کواریانس ماتریس و µkینΎمیان با متغیره چند نرمال ͳالΎچ تاب΄ fk
از کدام هر حاشیه�ای توزی΄ است مم΋ن عمل در م�ͳشود. گرفته نظر در کار ͳسادگ برای معمولا˦ و است کننده
هیچ΋دام توأم و حاشیه�ای توزی΄�های است مم΋ن ͳحت یا نباشند، نرمال توأماً اما باشد، نرمال X١, ..., Xp متغیرهای
در متغیرها توأم توزی΄ برای ͳΎهمبست ساختار Έی م�ͳتوان اس΋لار، قضیه از استفاده با موارد این در نباشند. نرمال

گرفت. نظر
هرگاه گوییم مفصل تاب΄ را C : [٠,١]٢ → [٠,١] تاب΄ تعریف:

.C(u,١) = C(١, u) = u و C(u,٠) = C(٠, u) = ٠ ،u ∈ [٠,١] هر برای (١)

،٠ ≤ v١ ≤ v٢ ≤ ١ و ٠ ≤ u١ ≤ u٢ ≤ ١ هر برای (٢)

VC([u١, u٢]× [v١, v٢]) := C(u٢, v٢)− C(u١, v٢)− C(u٢, v١) + C(u١, v١) ≥ ٠.

باشند، G(y) Fو (x) حاشیه�ای توزی΄ تواب΄ و H(x, y) تؤام توزی΄ تاب΄ با پیوسته ͳتصادف متغیرهای Y و X اگر
متغیرهای V و U انتΎرال، تبدیل قضیه به بنا که است (U, V ) = (F (x), G(y)) تؤام توزی΄ تاب΄ واق΄ در Cمفصل تاب΄

هستند. [٠,١] فاصله بر ی΋نواخت ͳتصادف
تاب΄ اینصورت در باشد، G و F حاشیه�ای توزی΄ تواب΄ با تؤام توزی΄ تاب΄ Έی H کنید فرض اس΋لار: قضیه
آنΎاه باشند، پیوسته G و F اگر H(x،y)=C(F(x)،G(y)) ،x, y ∈ R هر برای به�طوری�که دارد وجود C مفصل
تاب΄ Έی C اگر برع΋س م�ͳشود. تعیین RangeF ×RangeG روی بر ی΋تا بطور C اینصورت غیر در ی΋تاست؛ C
با تؤام توزی΄ تاب΄ Έی �شد تعریف بالا عبارت در که H تاب΄ اینصورت در باشند توزی΄ تواب΄ G و F و باشد مفصل

است. G و F حاشیه�ای توزی΄�های
بصورت م�ͳتوان را H تؤام توزی΄ تاب΄ به مربوط ،C مفصل تاب΄ بنابراین

C(u, v) = H(F−١(u), G−١(v))

آورد. بدست
توأم نرمال توزی΄ به�جای دلخواه ͳΎهمبست ساختار Έی گرفتن نظر در با را محور مدل خوشه�بندی مقاله، این در
باشد. است، شده تعریف Rp فضای روی بر که pبعدی ͳتصادف بردار Έی X١, ..., Xp فرضکنید حال م�ͳکنیم. بیان
pبعدی توزی΄ N از F = (F١, ..., FN نمونه( Έی بنابراین است. Xj به مربوط توزی΄ تاب΄ j = ١, ..., p ،F j همچنین

است. ΩF = Ω١
F × ...× ΩpF فضای به متعلق Fuهر .Fu = (F ١

u , ..., F
p
u ), u = ١, ..., N که داریم
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خوشه هر توزی΄ برآوردهای آوردن بدست آن از پس و خوشه Kبه توزی΄�ها ͳتایN نمونه این خوشه�بندی هدف،
نیازمندیم. خوشه هر مشاهدات تؤام توزی΄ تاب΄ و مشاهدات توزی΄ تواب΄ به هدف این تحقق برای است.

،Z نقطه در توزی΄ تاب΄ Έی باشد. ΩF جامعه از توزی΄�ها از ͳتایN نمونه Έی F = (F١, ..., FN ) کنید فرض

Z(x) =G ،x ∈ R هر برای که م�ͳشود تعریف GZ : [٠,١] → [٠,١] ،x 7−→ GZ(x) بصورت که است ͳتابع
Z = نقطه در تؤام توزی΄ تاب΄ است. F دامنه مشابه Z دامنه و است توزی΄ تاب΄ F (Z) که P (F (Z) ≤ x)

م�ͳشود: تعریف زیر فرم به که است ͳتابع ((Z١
١ , ..., Z

١
n١), ..., (Z

p
١ , ..., Z

p
np
))

HZ : [٠,١]n → [٠,١], n =

p∑
j=١

nj , x = ((x١١, ..., x
١
n١), ..., (x

p
١, ..., x

p
np
)) 7−→ HZ(x)

HZ(x) = P (Fu ∈ F;F ١
u (Z

١
١ ) ≤ x١١, ..., F

p
u (Z

p
np
) ≤ xpnp

, u = ١, ..., N)

م�ͳکنیم. کار p = ١ با کار، ͳسادگ برای
قضیه از استفاده با آنΎاه باشد، F١, ..., FN بعدی Έی حاشیه�ای توزی΄ تواب΄ با nبعدی توزی΄ تاب΄ H کنید فرض

،Rn در (x١, ..., xn) هر برای که دارد وجود C مفصل تاب΄ Έی اس΋لار(١٩۵٩)،

H(x١, ..., xn) = C(F١(x١), ..., Fn(xn))

RangeF١× ...×RangeFN روی بر ی΋تا بطور C اینصورت غیر در ی΋تاست؛ C آنΎاه باشند، ,F١پیوسته ..., FN اگر
Fuاست. دامنه RangeFu = [٠,١] که م�ͳشود تعیین

است. توزی΄ تواب΄ این تؤام توزی΄ Zn,...,HZ١تاب΄ و باشند Z١, ..., Zn نقاط در توزی΄ تواب΄ GZ١ , ..., GZn فرضکنید
Rn در (x١, ..., xn)هر برای بطوری΋ه دارد وجود C مفصل تاب΄ Έی این بنابر

HZ١,...,Zn(x١, ..., xn) = C(GZ١(x١), ..., GZn(xn))

نوشت. توزی΄�ها از ͳترکیب بصورت م�ͳتوان را HZ١,...,Zn(x١, ..., xn)حال

H(x١, ..., xn; θ) =
K∑
k=١

πkHk(x١, ..., xn; θk)

روی بر که θk = (θk١, ..., θkdk) پارامتر با kام خوشه تؤام توزی΄ Hk(.; θk) .∑K
k=١ πk = ١ و ٠ ≤ πk ≤ ١ که

در تؤام توزی΄ ،Hk تاب΄ است. kام خوشه به (x١, ..., xn) تعلق پیشین احتمال πk م�ͳباشد. است شده تعریف Rdk

است. GkZ١
, ..., GkZn

حاشیه�ای توزی΄ با kام خوشه برای Z = (Z١, ..., Zn)نقطه
بطوری΋ه: دارد وجود k = ١, ...K ، Ck مفصل تاب΄ Έی اس΋لار، قضیه از استفاده با

H(x١, ..., xn; θ) =
K∑
k=١

πkCk(G
k
Z١
(x١; b

k
١), ..., G

k
Zn

(xn; b
k
n);βk)
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GkZiتاب΄
(.; bki است.( kام خوشه به مربوط مفصل تاب΄ پارامتر θ = {bki , i = ١, ..., n;βk, πk, k = ١, ...,K} آن در که
برسیم. زیر نتای; به م�ͳتوانیم فوق عبارات از استفاده با ما است. kام خوشه Ziدر نقطه bkiدر پارامتر با توزی΄

توزی΄ تاب΄ به مربوط احتمال ͳالΎچ تاب΄ نشانΎر hk(.) ≡ hk(x١, ..., xn; θk) = ∂nHk∂x١...∂xn کنید فرض
م�ͳآید: در زیر فرم به hk(.) آنΎاه باشد. Hk(.)

hk(x١, ..., xn; θk) = {Πni=١
d

dxi
GZi

k(xi; b
k
i )

} ∂n

∂x١...∂xn
Ck(GZ١

k(x١;bk١ ),...,GZn
k(xn;bkn);βk)

h(.) ≡ h(x١, ..., xn; θ) =
∂nH

∂x١...∂xn

h(x١, ..., xn; θ) =
K∑
k=١

πk{Πni=١
d

dxi
GZi

k(xi; b
k
i )}

∂n

∂x١...∂xn
Ck(GZ١

k(x١; b
k
١), ..., GZn

k(xn; b
k
n);βk)

تواب΄ برآورد و G(Z) تاب΄ پارامتر برآورد مفصل، تاب΄ پارامتر برآورد به فوق، آمیخته مدل پارامترهای برآورد برای حال
داریم. نیاز پیشین احتمال

G(Z) تاب΄ برآورد ٢

م�ͳآید، به�دست زیر فرم به G(Z) توزی΄ ͳتجرب تاب΄ بیاید، F فضای از G(Z) تاب΄ اگر

GZ
e(x) = P (Fu ∈ F;Fu(Z) ≤ x, u = ١, ..., N) =

card(Fu ∈ F;Fu(Z) ≤ x, u = ١, ..., N)

card(F)

یابیم. دست G(Z) برآورد به م�ͳتوانیم فوق، ͳتجرب تاب΄ دادن تعمیم با

مفصل تاب΄ برآورد ٣

مشخص Fu بوسیله u مشاهده هر اگر م�ͳکنیم. استفاده ͳدرستنمای ماکزیمم روش از مفصل تاب΄ پارامتر برآورد برای
k = ١, ...,K ،βk پارامتر این بنابر م�ͳشود. تعریف {xi, i = ١, ..., n} بوسیله {Fu(Zi), i = ١, ..., n} فرضکنید شود،

م�ͳشود. برآورد گردد، ماکزیمم ͳمشخص مفصل تاب΄ برای زیر عبارت که ͳزمان

L =
K∑
k=١

∑
u∈Pk

ln[{Πni=١
d

dxi
GZi

k(xi; b
k
i )}

∂n

∂x١...∂xn
Ck(GZ١

k(x١; b
k
١), ..., GZn

k(xn; b
k
n);βk)]



١١ ا. افسریه،

دهیم، نشان n = ٢ حالت برای م�ͳتوانیم Έفران مفصل تاب΄ برای ، مثال عنوان به

C(x١, x٢) = (lnβ)−١ln{١+
[(βx١ − ١)(βx٢ − ١)]

(β − ١)

∂٢C

∂x١∂x٢
=

(β − ١)βx١+x٢ lnβ
[(β − ١) + (βx١ − ١)(βx٢ − ٢[(١

بنویسیم، زیر فرم به م�ͳتوانیم را L تاب΄ این، بنابر شود. ماکزیمم م�ͳتواند عددی روش�های از استفاده Lبا تاب΄

L =

K∑
k=١

∑
u∈Pk

ln[{Πni=١
d

dxi
GZi

k(xi; b
k
i )} × lk(βk)

lk(βk) =
∂n

∂x١...∂xn
Ck(GZ١

k(x١; b
k
١), ...GZn

k(xn; b
k
n);βk) آن در که

بیابیم مشخص، مفصل تاب΄ Έی برای lk(βk) کردن ماکزیمم با βkرا بردار باید Ck(.) مفصل تاب΄ برآورد برای
م�ͳیابد. تحقق عددی روش�های از استفاده با هدف این که

πk برآورد ۴

است. kام خوشه نماد Pk آن در که م�ͳشود. برآورد π̂k = card(Pk)
card(F) به�صورت آمیخته مدل در پیشین احتمال�های

با را خوشه�ها آمیخته توزی΄ م�ͳتوان آمیخته، توزی΄ فرم در آن�ها جایΎذاری با برآوردها، آمدن دست به از پس
آورد. بدست مفصل تاب΄ از استفاده

مراج΄

[1] Banfield, J.D. and Raftery, A.E. (1993), Model-based Gaussian and non-Gaussian clustering, Bio-

metrics, 49, 803–812.



مفصل تواب΄ از استفاده با ͳفضای داده�های تحلیل

م. محمدزاده، و م.١ امیدی،

مدرس تربیت دانشΎاه آمار گروه

چ΋یده

تواب΄ متغیرها کناری توزی΄�های اساس بر وابسته متغیرهای توأم توزی΄ ساخت برای قوی ابزارهای از ͳ΋ی

تمام آن اساس بر که م�ͳدهند، ارائه متغیرها بین ارتباط ساختار ͳبررس برای را ͳمدل مفصل تواب΄ هستند. مفصل

چندمتغیره توزی΄ است لازم ͳفضای داده�های تحلیل در ͳطرف از است. بیان قابل متغیرها میان ͳΎوابست خصوصیات

برای ͳگاه ͳزمان-ͳفضای داده�های تحلیل در مشخصگردد. داده�ها ͳΎهمبست ساختار ،ͳتصادف میدان تحقق�های

کاربردی مثال�های از ͳبرخ در ͳویژگ این حال�ͳکه در م�ͳشود استفاده تف΋ی�Έناپذیر کواریانس تاب΄ از ͳراحت

م�ͳکند. پیدا ضرورت تف΋ی�Έناپذیر ͳزمان-ͳفضای کواریانس تواب΄ از استفاده موارد این�گونه در نیست واق΄�گرایانه

استفاده با سپس م�ͳشود، ͳبررس ͳتصادف میدان تحقق�های توأم توزی΄ تعیین در مفصل تواب΄ نقش ابتدا مقاله این در

شد. خواهد معتبر ͳزمان-ͳفضای و ͳفضای کواریانس�های ساخت به اقدام مفصل تواب΄ از

.ͳفضای داده�های ،ͳزمان-ͳفضای کواریانس تاب΄ مفصل، تاب΄ کلیدی: های واژه

مقدمه ١

است مشاهدات اساس بر مشخص م΋ان�های در ͳتصادف میدان مقدار ͳویΎپیش ͳفضای آمار در مهم مسائل از ͳ΋ی
توزی΄ باید و نیست واق΄�گرایانه فرض این ͳگاه م�ͳشود. انجام ͳتصادف میدان بودن ͳگاوس فرض با معمولا˦ که
توسط بار اولین تواب΄ این است. مفصل٢ تواب΄ از استفاده میدان توزی΄ تعیین روش�های از ͳ΋ی شود. تعیین میدان
علوم در که را تواب΄ این مختلف خانواده�های (٢٠٠۶) نلسن و (١٩٩٧) جو شدند، ͳمعرف (١٩۵٩) اس΋لار
مدل�بندی برای مناسب مفصل خانواده�های (١٣٨٩) هم΋اران و امیدی نمودند. جم΄�آوری م�ͳرود به�کار مختلف
تاب΄ پارامتر برآورد ͳتجرب بیز روی΋رد با محمدزاده(١٣٩٠) و امیدی کردند. ͳبررس را تهران استان در ͳسال΋خش
تحلیل در مرکزی غیر خͳ-دو مفصل و ͳگاوس مفصل از بار اولین برای (٢٠٠۶) ͳباردوس آوردند. بدست را مفصل
ͳویΎپیش برای متغیره چند نرمال یافته V-تبدیل مفصل از (٢٠٠٨) لای و ͳباردوس کرد. استفاده ͳفضای داده�های
تواب΄ از ͳخط ترکیب از استفاده با (٢٠١١) پبسما و گرایلر کردند. استفاده ͳزیرزمین آب�های ͳان΋م خصوصیات

١email: omidi_ 280@yahoo.com
٢Copula Function
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تعیین کردند. استفاده میوز رودخانه در سنΎین فلزات ͳویΎپیش در آن از و ساخته معتبر ͳفضای مفصل تاب΄ مفصل،
و ͳکرس است. ͳزمان و ͳفضای همبستۀ داده�های تحلیل در مهم مساله�ای ٣ͳزمان-ͳفضای و ͳفضای کواریانس تواب΄
(٢٠٠٢) Ίگنیتین توسط روش این کردند. استفاده تواب΄ این ساخت برای ͳطیف تاب΄ روش از (١٩٩٩) Ίهوان
از محدب ترکیبات اساس بر (٢٠٠۵ و ٢٠٠٢) ما شد. داده تعمیم برنشتاین و ی΋نوا کاملا̈ تواب΄ از استفاده با
را تف΋ی�Έناپذیر ͳزمان-ͳفضای کواریانس تواب΄ از جدیدی رده لاپلاس تبدیلات از استفاده و معتبر کواریانس تواب΄
و ی΋نوا کاملا̈ تواب΄ از ͳبرخ برای (٢٠٠٢)Ίگنیتین مدل که دادند نشان (٢٠١١) هم΋اران و کنت کرد. ͳمعرف
با که دادند نشان هم΋اران و پورسو م�ͳکند. محدود به�گونه�ای را آن�ها از استفاده که است ۴ͳگودال دالای برنشتاین
مقاله این در باشد. توجه قابل م�ͳتواند تف΋ی�Έناپذیر ͳزمان-ͳفضای کواریانس تاب΄ ساخت مفصل تواب΄ از استفاده
تواب΄ از استفاده با سپس م�ͳشود، ͳبررس ͳتصادف میدان Έی تحقق�های توأم توزی΄ تعیین در مفصل تواب΄ نقش ابتدا
قرار ͳارزیاب مورد آن�ها اعتبار و ارائه معتبر ͳزمان-ͳفضای و ͳفضای کواریانس تواب΄ ساخت برای ͳروش�های مفصل

م�ͳگیرد.

مفصل تواب΄ ٢

تواب΄ ،H(x, y) توأم توزی΄ تاب΄ و GY (y) و FX(x) توزی΄ تواب΄ با به�ترتیب Y و X پیوسته ͳتصادف متغیر دو برای
داریم: R̄ = R

∪
{−∞,∞} در y و x هر برای که دارند وجود K(·, ·) مانند ͳمفصل

H(x, y) = K(FX(x), GY (y))

باشند، Y و X کناری ͳالΎچ تواب΄ fY (y) و fX(x) اگر ی΋تاست. K مفصل تاب΄ باشند، پیوسته مطلقاً GY و FX اگر
به�صورت آن�ها توأم ͳالΎچ تاب΄ آنΎاه

fX,Y (x, y) = k(FX(x), FY (y))fX(x)fY (y)

م�ͳتوان همچنین م�ͳآید. به�دست k(u, v) = ∂٢K(u,v)
∂u∂v رابطۀ از و بوده توأم ͳالΎچ مفصل تاب΄ k آن در که است،

به�صورت پایین و بالا حدهای مفصل تاب΄ هر برای که داد نشان

W (u, v) = max(u+ v − ١,٠) ≤ K(u, v) ≤ min(u, v) =M(u, v) (١)

(جو، هستند Ίفرشه-هافدین پایین و بالا کران�های به�ترتیب و م�ͳشوند داده نشان W و M با که دارد، وجود
حداقل دارای اگر و M آن�ها مفصل تاب΄ آنΎاه باشند ͳΎوابست حداکثر دارای متغیر دو اگر (1) بر بنا .(١٩٩٧

٣Spatio-Temporal
۴Dimple
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حاصل�ضرب مفصل تاب΄ مستقل ͳتصادف متغیر دو برای همچنین است. W آن�ها مفصل تاب΄ باشند، ͳΎوابست
م�ͳشود. تعریف Π(u, v) = uv به�صورت

وارون و φ(١) = ٠ شرط با [٠,∞] به [٠,١] از ͳنزول اکیداً پیوسته تاب΄ Έی φ(t) اگر (٢٠٠۶ (نلسن، .١.٢ قضيه

آنΎاه باشد، φ−١(t)

K(FX(x), GY (y)) = φ−١(φ(FX(x)) + φ(GY (y))) (٢)

(2) رابطه اساس بر شده ساخته مفصل تواب΄ مجموعه باشد. محدب φ(t) اگر فقط و اگر است، مفصل تاب΄ Έی

م�ͳشود. نامیده ͳارشمیدس مفصل مولد تاب΄ φ(t) و است ͳارشمیدس خانواده

ͳفضای وآمار مفصل تواب΄ ٣

اساس بر s٠ مشخص موقعیت در Z = {Z(s); s ∈ D ⊂ Rd} ͳتصادف فضای�ͳمیدان آمار در ͳویΎپیش برای
معمولا˦ ͳفضای ͳویΎپیش است. sn, . . . , s١ موقعیت�های در z = (z(s١), ..., z(sn)) ͳیعن ͳتصادف میدان تحقق�های
توزی΄ است لازم و نیست واق΄�گرایانه فرض این ͳگاه م�ͳشود. انجام ͳتصادف میدان بودن ͳگاوس فرض با
به�صورت را Z(s+ h) و Z(s) توأم توزی΄ م�ͳتوان مفصل تواب΄ از استفاده با شود. تعیین Z = (Z(s١), ..., Z(sn))

Kh(FZ(z١), FZ(z٢)) = P (Z(s) ≤ z١, Z(s+ h) ≤ z٢)

مثبت ͳΎوابست هرگاه است معتبر Kh(·, ·) مفصل تاب΄ ͳفضای داده�های ͳΎوابست خواص به توجه با آورد. به�دست
به ||h|| که ͳموقع و حاصل�ضرب مفصل تاب΄ کند میل بینهایت به ||h|| ͳوقت به�علاوه دهد، نتیجه را متغیرها میان

ͳیعن دهد، نتیجه را Ίفرشه-هافدین بالای کران باید کند میل صفر

lim
||h||→∞

Kh(u, v) = uv , lim
||h||→٠

Kh(u, v) =M(u, v)

ادامه در نیستند. معتبر ͳفضای مفصل Έی شرایط واجد لزوماً مناب΄ در شده ارائه مفصل تواب΄ تمام که است ͳبدیه
مفصل تاب΄ اساس بر مناب΄ در موجود معتبر ͳفضای مفصل�های از ͳبرخ م�ͳشوند. ͳمعرف معتبر ͳفضای مفصل تواب΄

به�صورت ͳگاوس مفصل آمده�اند. به�دست چندمتغیره نرمال توزی΄ از ͳتبدیل�های و ͳگاوس

K(u١, . . . , un) = Φ٠,Λ(Φ
−١(u١), . . . ,Φ

−١(un))

بالای کران Έی ͳΎهمبست برای و استقلال مفصل تاب΄ صفر ͳΎهمبست برای مفصل این که آنجا از م�ͳشود. تعریف
چندمتغیره نرمال توزی΄ از ͳتبدیل�های اکنون است. معتبر ͳفضای مفصل تاب΄ Έی م�ͳدهد، نتیجه را Ίفرشه-هافدین
غیرمرکزی: خͳ-دو مفصل م�ͳگیرند. قرار ͳبررس مورد م�ͳشوند، معتبر ͳفضای مفصل�های ساخت به منجر که
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مفصل است، چندمتغیره نرمال توزی΄ دارای Y آن در که ،g(Y ) = Y ٢ تبدیل از استفاده با (٢٠٠۶) ͳباردوس
به�صورت ͳالΎچ مفصل تاب΄ با را غیرمرکزی خͳ-دوی

k(u, v) = K٢
e

−٢√xyr+(x+y)r٢

٢(r١−٢) (١+ e
٢r√xy

r١−٢ )√
۴πxy

نتیجه را Ίفرشه-هافدین بالای یΈکران ͳΎهمبست برای و استقلال صفر ͳΎهمبست برای مفصل این آورد. به�دست
و (٢٠٠٨) لای و ͳباردوس توسط مفصل این چندمتغیره: نرمال مفصل تاب΄ یافته V-تبدیل توزی΄ م�ͳدهد.

تبدیل از استفاده با

Xj = g(Yj) =

{
k(Yj −m) Yj ≥ m
m− Yj Yj < m

به�صورت ترتیب به X چندمتغیره و Έی توزی΄�های آن در که شد، ͳمعرف

H١(x) = P (X ≤ x) = Φ(
k

m
+ ١)− Φ(−x−m)

و

Hn(x١, . . . , xn) = P (X١ ≤ x١, . . . , Xn ≤ xn)

= Φ(
k

m
+ ١)− Φ(−x−m)

=
٢n−١∑
i=٠

(−١)iΦ(ξi +m)

و ξTi = {b(−١)i١x١, . . . , b(−١)inxn} آن در که م�ͳآیند، به�دست

b(x) =

{
−١ x < ٠
١
k Yj < m

به�صورت تبدیل این با متناظر معتبر ͳفضای مفصل تاب΄

K(u١, . . . , un) =
٢n−١∑
i=٠

(−١)iΦ(ξ′i +m)

.ξ′Ti = {b(−١)i١H−١
١ (u١), . . . , b(−١)inH−١

n (un)} آن در که م�ͳشود، حاصل
معتبر ͳفضای مفصل تاب΄ مفصل، تواب΄ از ͳخط ترکیب از استفاده با پبسما(٢٠١١) و گرایلر :ͳترکیب مفصل

کردند. تعریف زیر به�صورت موقیعیت�ها بین فواصل اساس بر را

K(u, v) =



λ١M(u, v) + (١− λ١)K١,h(u, v) ٠ ≤ h ≤ h١
... ...

λiM(u, v) + (١− λi)K١,h(u, v) hi−١ ≤ h ≤ hi
... ...

λlM(u, v) + (١− λl)K١,h(u, v) hl−١ ≤ h ≤ hl
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هر در مناسب مفصل خانواده انتخاب اما م�ͳکند، حفظ فاصله�ها اساس بر را معتبر ͳفضای مفصل تاب΄ ͳویژگ تاب΄ این
کاهش ͳΎهمبست موقعیت�ها فاصلۀ افزایش با و دهد نتیجه را مثبت ͳΎهمبست همواره که باشد به�گونه�ای ͳبایست بازه
K(u, v) = uv exp(−θ log u log v) به�صورت θ ∈ (٠,١] به�ازای که گامبل-بارنت مفصل تاب΄ مثال به�عنوان یابد.

باشد. معتبر ͳفضای مفصل تاب΄ Έی نم�ͳتواند و م�ͳدهد نتیجه را ͳمنف ͳΎوابست همواره است،

ͳفضای ͳΎهمبست و مفصل تواب΄ ۴

این خانواده�های از بسیاری هستند. وابسته ͳتصادف متغیرهای ͳΎهمبست ساختار مدل�بندی برای ابزاری مفصل�ها
مثبت وابسته ͳفضای داده�های دهند. پوشش وابسته داده�های برای را ͳمنف و مثبت کامل ͳΎوابست م�ͳتوانند تواب΄
در مفصل تواب΄ نقش بخش این در م�ͳشود. بیان مثبت همیشه کواریانس تواب΄ با آن�ها ͳΎهمبست ساختار و هستند

م�ͳشود. بیان معتبر ͳفضای کواریانس تواب΄ ساخت

آن مراتب تمام مشتق�های اگر است، ی΋نوا۵ کاملا̈ تاب΄ Έی ،t ≥ ٠ ازای به ϕ(t) مثبت پیوستۀ تاب΄ تعريف۴.١.

و داشته وجود

(−١)nϕ(n)(t) ≥ ٠, n = ٠,١, . . .

تبدیل اگر تنها و اگر ی΋نواست کاملا̈ ϕ(٠) = ١ شرط با ϕ(t) مثبت تاب΄ (١٩۶۶ (فلر، برنشتاین قضیه طبق
ͳیعن باشد، ͳنامنف کراندار تاب΄ Έی از ͳلاپلاس

ϕ(t) =

∫ ∞

٠
e−αtdM(r), t > ٠ (٣)

است. ͳنامنف کراندار اندازۀ Έی M آن در که

کاملا̈ تاب΄ Έی آن اول مشتق هرگاه است، برنشتاین۶ تاب΄ Έی ، t ≥ ٠ به�ازای ψ(t)مثبت پیوسته تاب΄ تعريف۴.٢.
باشد. ی΋نوا

و ϕ١(t) + ϕ٢(t) آنΎاه باشند، ی΋نوا کاملا̈ ͳتوابع ϕ٢(t) و ϕ١(t) اگر (٢٠٠١ سام΋و، و (میلر .١.۴ قضيه

هستند. ی΋نوا کاملا̈ نیز ϕ١(t)ϕ٢(t)

ϕ(ψ(t)) آنΎاه باشد، ͳمنف غیر برنشتاین ψ(t) و ی΋نوا کاملا̈ ͳتابع ϕ(t) اگر (٢٠٠١ سام΋و، و (میلر .٢.۴ قضيه
است. ی΋نوا کاملا̈ نیز

۵Competely Monotone
۶Bernestine



١٧ م. محمدزاده، و م. امیدی،

است. برنشتاین ψ(t) = ψ٢(ψ١(t)) آنΎاه باشند، برنشتاین تاب΄ دو ψ٢(t) و ψ١(t) اگر .٣.۴ قضيه

چون برهان.

ψ′(t) = ψ′
١(t)ψ

′(ψ١(t))

بوده ی΋نوا کاملا̈ ͳتوابع ψ′
٢(t) و ψ′

١(t) مشتق�های تعریف طبق این بنابر هستند، برنشتاین ψ٢(t) و ψ١(t)فرض به بنا
است. برنشتاین ψ(t) تاب΄ 2.4 و 1.4 قضایای بر بنا و

Έی از ͳلاپلاس تبدیل معادل به�طور یا [٠,∞) روی ی΋نوا کاملا̈ ͳتابع ϕ(t) کنید فرض (٢٠٠۵ (ما، .۴.۴ قضيه
صورت این در باشد، کراندار ͳنزول غیر تاب΄

Cs(h) = ϕ(||h||٢)

است. همسان�گرد پیوسته ͳفضای کواریانس تاب΄ Έی

تاب΄ 2.4 قضیه بر بنا ،ϕ(t) لاپلاس تبدیل هر برای است، برنشتاین ͳتابع ρ ∈ [٠,١] به�ازای tρ چون .١.۴ نتیجه

کواریانس تاب΄ Έی ρ ∈ [٠,٢] هر به�ازای Cs(h) = ϕ(||h||ρ) این بر بنا است. لاپلاس تبدیل و ی΋نوا کاملا̈ ϕ(tρ)

است. معتبر همسان�گرد ͳفضای پیوسته

ب΄ توا آن اساس بر م�ͳتوان است، ی΋نوا کاملا̈ ͳتابع ͳارشمیدس مفصل Έی مولد تاب΄ وارون چون .٢.۴ نتیجه

ساخت. معتبر ͳزمان یا ͳفضای کواریانس

ϕ(t) = ln ١−θ(١−t)
t به�صورت θ ∈ [−١,١) ازای به علͳ-میخاییل-حق ͳارشمیدس مفصل مولد تاب΄ .١.۴ مثال

کواریانس Έی ٠ ≤ ρ ≤ ٢ ازای به ١−θ
exp(||h||ρ)−θ تاب΄ 1.4 نتیجه بر بنا حال است. ١−θ

exp(t)−θ به�صورت آن وارون و

است. معتبر ͳفضای
شده ارائه آن�ها متناظر معتبر ͳفضای کواریانس تاب΄ همراه به ͳارشمیدس خانواده مفصل تواب΄ از ͳبرخ ١ جدول در

نیست. برقرار زیر موارد جمله از مفصل تواب΄ همه برای لزوماً 2.4 نتیجه که است ذکر به لازم است.

وارون و (١ − t)θ به�صورت θ ∈ [١,∞) ازای به (٢٠٠۶) نلسن از ٢ ͳارشمیدس مفصل مولد تاب΄ .٢.۴ مثال

مغایر که است، ͳمنف ||h|| از ͳبعض برای ١− ||h|| ١θ تاب΄ اما ی΋نواست کاملا̈ تاب΄ این این΋ه وجود با است. ١− t
١
θ

است. ͳفضای داده�های مثبت ͳΎهمبست با

وارون و ١−t
١+(θ−١)t به�صورت θ ∈ [١,∞) ازای به (٢٠٠۶) نلسن از ٨ ͳارشمیدس مفصل مولد تاب΄ .٣.۴ مثال

که است، ͳمنف ||h|| از ͳبعض برای ||h||−١
(θ−١)||h||−١ تاب΄ اما ی΋نواست کاملا̈ تاب΄ این این΋ه وجود با است. t−١

(θ−١)t−١

است. ͳفضای داده�های مثبت ͳΎهمبست با مغایر
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ͳزمان-ͳکواریانسفضای تاب΄ ساخت ۵

{Z(s, t); (s, t) ∈ ͳتصادف میدان با و م�ͳشوند نامیده ͳزمان-ͳفضای داده�های باشند، وابسته زمان طول در که ͳفضای داده�های
نشان را مشاهده ͳزمان موقعیت t و ͳفضای موقعیت s ،T ⊂ R ،D ⊂ Rd آن در که م�ͳشوند، مدل�بندی D × T}

به�صورت به�ترتیب ͳتصادف میدان ͳزمان-ͳفضای کواریانس و میانΎین تواب΄ م�ͳدهند.

µ(s, t) = E(Z(s, t)); (s, t) ∈ D × T

C(s, s′, t, t′) = Cov(Z(s, t), Z(s′, t′)); (s, t), (s′, t′) ∈ D × T

م�ͳشوند. تعریف

ثابت، (s, t) به نسبت آن میانΎین هرگاه است دوم مرتبه مانای Z(·, ·) ͳزمان-ͳفضای ͳتصادف میدان تعريف۵.١.

به�صورت ͳزمان-ͳفضای موقعیت�های فاصله از ͳتابع ͳزمان-ͳفضای کواریانس و µ(s, t) = µ ͳیعن

Cov(Z(s, t), Z(s′, t′)) = C(hs,ht); (s, t), (s′, t′) ∈ D×T

فقط که ͳکواریانس تاب΄ هستند. ٨ ͳزمان و ٧ͳفضای تاخیرهای ترتیب به ht = t− t′ و hs = s− s′ آن در که باشد،
م�ͳشود. نامیده همسان�گرد٩ ندارد ͳΎبست آن�ها جهت به و بوده تاخیرها اندازه از ͳتابع

ͳزمان-ͳفضای کواریانس تواب΄ ساخت برای را معتبر ͳزمان و ͳفضای کواریانس تواب΄ از ترکیب دو (٢٠٠٣) ما
کرد. تعریف زیر به�صورت

تواب΄ آنΎاه باشند R و Rd فضای در ͳزمان و ͳفضای کواریانس تاب΄ دو ترتیب به Ct(t) و Cs(s) اگر

Cs,t(hs,ht) =

∫
Cs(uhs)Ct(vht)dW (u, v) (۴)

Cs,t(hs,ht) =

∫
[Cs(hs)]

u[Ct(ht)]
vdW (u, v) (۵)

Rd×R در کراندار و ͳمنف غیر Wاندازه (u, v) آن�ها در که هستند، معتبر تف΋ی�Έناپذیر ͳزمان-ͳفضای کواریانس�های
تواب΄ (5) و (4) روابط بر بنا K(u, v) مفصل تاب΄ هر برای هستند، مثبت و کراندار مفصل تواب΄ چون است.

Cs,t(hs, ht) =

∫
Cs(uhs)Ct(vht)dK(u, v)

Cs,t(hs, ht) =

∫
[Cs(hs)]

u[Ct(ht)]
vdK(u, v)

هستند. معتبر ͳزمان-ͳفضای کواریانس�های تاب΄

٧Spatial Lag
٨Time Lag
٩Isotropic



١٩ م. محمدزاده، و م. امیدی،

-ͳفضای کواریانس تواب΄ از جدیدی خانواده�ای (5) و (4) روابط در W (u, v) به�جای مفصل تاب΄ هر .١.۵ نتیجه
م�ͳدهد. فرع را ͳزمان

م�ͳدهند. فرع را تف΋ی�Έپذیر ͳزمان-ͳفضای کواریانس تاب΄ فقط مفصل تواب΄ خانواده�های از ͳبرخ .٢.۵ نتیجه
جایΎذاری از مثال به�عنوان

K(u, v) = pW + (١− p− q)Π + qM

یا

K(u, v) = max{θΠ+ (١− θ)W,٠}

م�ͳشود. حاصل تف΋ی�Έپذیر ͳزمان-ͳفضای کواریانس (5) و (4) روابط در

کواریانس تاب΄ (5) و (4) روابط در آن دادن قرار با که ،dK(u, v) = αdudv داریم مثبت α هر برای برهان.

م�ͳآید. به�دست ͳزمان و ͳفضای کواریانس تاب΄ دو حاصل�ضرب به�صورت
آنΎاه باشد، ی΋نوا کاملا̈ ͳتابع ϕθ١(t) اگر که داد نشان لاپلاس تبدیلات از خانواده چند برای (١٩٩٧) جو
روابط ω ∈ ζ∗∞ برای و بوده برنشتاین تواب΄ از ͳکلاس ζ∗∞ آن در که است، ζ∗∞ به متعلق θ١ ≥ θ٢ برای ϕ−١

θ٢
(ϕθ١(t))

است. برقرار ω(∞) = ∞ و ω(٠) = ٠

و است ی΋نوا کاملا̈ ͳتابع ϕθ(t) آن وارون آنΎاه باشد، ͳارشمیدس مفصل مولد تاب΄ φθ(t) اگر .٣.۵ نتیجه

است. ζ∗∞ کلاس در برنشتاین ͳتابع ϕ−١
θ٢

(ϕθ١(t)) معادل به�طور یا φθ٢(ϕθ١(t))
ψ(∞) = ∞ و ψ(٠) = ١ شرایط با برنشتاین ͳتابع ψ(t) و ی΋نوا کاملا̈ ͳتابع ϕ(t) اگر داد نشان (٢٠٠٢)Ίگنیتین

آنΎاه باشد،

Cs,t(hs,ht) =
1

ψ(h2
t )

d/2
ϕ(

||hs||2

ψ(h2
t )

) (۶)

است. Rd ×R در مانا ͳزمان-ͳفضای کواریانس تاب΄

چون ساخت. برنشتاین و ی΋نوا کاملا̈ تواب΄ م�ͳتوان ͳارشمیدس مفصل مولد تاب΄ از 3.5 فرع به توجه با .۴.۵ نتیجه
کلاس کردن صدق برای کند، صدق ψ(٠) = ١ شرط در باید Ίگنیتین کواریانس تواب΄ کلاس در برنشتاین تاب΄
بر شود. جم΄ Έی عدد با صفر نقطه در کلاس این تواب΄ مقدار است ͳکاف Ίگنیتین کواریانس تاب΄ در ζ∗∞ تواب΄

ازای به کند صدق Ίگنیتین کواریانس تاب΄ در که ͳبرنشتاین تاب΄ ͳارشمیدس مفصل مولد تاب΄ به توجه با اساس این
م�ͳآید. به�دست ϕ−١

θ٢
(ϕθ١(t)) + ١ به�صورت θ١ ≥ θ٢
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استفاده برای برنشتاین تاب΄ و ϕθ١(t) = (١+ t)
−١
θ١ به�صورت ی΋نوا کاملا̈ تاب΄ کلایتون مفصل تاب΄ برای .١.۵ مثال

به�صورت Ίگنیتین کواریانس تاب΄ در

ϕ−١
θ٢

(ϕθ١(t)) + ١ = (١+ t)
−θ٢
−θ١ − ١+ ١

= (١+ t)ρ

.٠ < ρ ≤ ١ این بنابر ،θ١ ≥ θ٢ فرض طبق چون .ρ = θ٢
θ١
آن در که م�ͳآید، به�دست

برنشتاین تاب΄ و ϕθ١(t) = exp{−t١/θ١} به�صورت ی΋نوا کاملا̈ تاب΄ گامبل-هوگارد مفصل تاب΄ برای .٢.۵ مثال
به�صورت Ίگنیتین کواریانس تاب΄ در استفاده برای

ϕ−١
θ٢

(ϕθ١(t)) + ١ = (− ln(exp{−t١/θ١))θ٢ + ١

= tρ + ١

.٠ < ρ ≤ ١ این بر بنا θ١ ≥ θ٢ فرض طبق چون .ρ = θ٢
θ١
آن در که م�ͳآید، به�دست

برای برنشتاین تاب΄ و ϕθ١(t) = exp{١−e
t

θ١
} به�صورت ی΋نوا کاملا̈ تاب΄ گامبل-بارنت مفصل تاب΄ برای .٣.۵ مثال

به�صورت Ίگنیتین تاب΄ در استفاده

ϕ−١
θ٢

(ϕθ١(t)) + ١ = ln{١− θ٢
θ١

(١− et)}+ ١

= ln{e− eρ(١− et)}

.٠ < ρ ≤ ١ بنابراین θ١ ≥ θ٢ فرض طبق چون .ρ = θ٢
θ١
آن در که م�ͳآید، به�دست

R و Rd در ͳزمان و ͳفضای مانای کواریانس تواب΄ به�ترتیب Crt (u) و Crs (h) اگر داد نشان (٢٠٠٢)Ίگنیتین
عبارت µ ͳنامنف و ͳمتناه اندازه برای آنΎاه باشند،

Cs,t(hs,ht) =

∫
Cr

s(h)C
r
t(u)dµ(r) (٧)

است. Rd ×R در مانا ͳزمان-ͳفضای کواریانس تاب΄ Έی

جایΎذاری با آنΎاه باشند، برنشتاین ͳتوابع φ(Ct(ht)) و φ(Cs(hs)) و ͳارشمیدس مولد تاب΄ φ(t) اگر .١.۵ قضيه

-ͳفضای کواریانس تاب΄ Έی (7) در Crt (ht) و Crs (hs) به�جای ترتیب به exp(−φ٢(Ct(ht))) و exp(−φ١(Cs(hs)))
به�صورت Rd ×R در معتبر مانای ͳزمان

Cs,t(hs,ht) =

∫
e−r(φ1(Cs(hs)))+φ2(Ct(ht))dµ(r) (٨)

م�ͳشود. حاصل
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exp(−φ١(Cs(hs)))پس هستند، برنشتاین φ(Ct(u)) و φ(Cs(h)) ی΋نواستو کاملا̈ exp(−t) چون 4.4 قضیه طبق برهان.

در مانا ͳزمان-ͳفضای کواریانس تاب΄ Έی (8) رابطه ،(7) رابطه بر بنا و است ی΋نوا کاملا̈ exp(−φ٢(Ct(ht))) و
است. Rd ×R

اگر این بر بنا است. لاپلاس تبدیل به مربوط انتΎرال (7) که م�ͳشود مشاهده (3) گرفتن نظر در با .۵.۵ نتیجه
آنΎاه باشد، آن متناظر لاپلاس تبدیل ϕ(t)∫

e−r(φ١(Cs(hs)))+φ2(Ct(ht))dµ(r) = φ(φ١(Cs(hs))) + φ2(Ct(ht)))

= ϕ(φ−١
١ (Cs(hs))) + φ−1

2 (Ct(ht)))

،α ∈ (٠,٢] ازای به 4.4 قضیه و نتیجه2.4 اساس بر است. ℜd × ℜ در مانا ͳزمان-ͳفضای کواریانس تاب΄ Έی
عبارت مثبت b و a و θ٣ ≥ θ۴ ،θ١ ≥ θ٢ ،β ∈ (٠,٢]

Cs,t(h, t(hs,ht) = φθ(φ
−1
1θ2

(φ1θ1
(a||hs||α))) + φ−1

2θ4
(φ2θ3

(b|ht|β))) (٩)

است. Rd ×R در معتبر مانای ͳزمان-ͳفضای کواریانس تاب΄ Έی

کواریانس تاب΄ ٣n م�ͳتوان ͳارشمیدس مفصل مولد تاب΄ n (n > ١) هر برای م�ͳدهد نشان (9) رابطه .۶.۵ نتیجه
ساخت. Rd ×R در معتبر مانای ͳزمان-ͳفضای

(9) به توجه با کلایتون مفصل تاب΄ برای .۴.۵ مثال

Cs,t(h, t) = {(١+ a||hs||α)r٢ − ١+ (١+ b|ht|β)r٣)− ١+ ١}
−١
θ١

= {(١+ a||hs||α)r٢ + (١+ b|ht|β)r٣)− ١}
−١
θ١ (١٠)

کواریانس تاب΄ Έی مثبت b و a ،θ١ > ٠ ، β ∈ (٠,٢] ،α ∈ (٠,٢] ،٠ < r٣ = θ٣
θ١

≤ ١ ،٠ < r٢ = θ٢
θ١

≤ ١ ازای به
است. ℜd ×ℜ در معتبر مانای ͳزمان-ͳفضای

(٢٠٠٢) هم΋اران و دیاکو ͳزمان-ͳفضای کواریانس تاب΄ (10) رابطه r٢ = r٣ = فرض١ با که است ذکر به لازم
م�ͳدهد. فرع را

تاب΄ (9) رابطه به توجه با گامبل-هوگارد مفصل تاب΄ برای .۵.۵ مثال

Cs,t(h, t) = exp{−a||h||α − b|t|β ]}
1
θ1

است. ℜd ×ℜ در مانا ͳزمان-ͳفضای کواریانس تاب΄ Έی مثبت b و a ،θ١ > ١ ،β ∈ (٠,٢] ،α ∈ (٠,٢] ازای به
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تاب΄ کلایتون و گامبل-هوگارد مفصل تواب΄ برای .۶.۵ مثال

Cs,t(h, t) = exp{−(1+ a||hs||α)r2 − (1+ b|ht|β)r3 + 2)]}
1
θ1

ͳزمان-ͳفضای کواریانس تاب΄ Έی مثبت b و a ،θ١ > ١ ،β ∈ (٠,٢] ،α ∈ (٠,٢] ،٠ < r٣ ≤ ١ ،٠ < r٢ ≤ ١ ازای به
م�ͳدهد، نشان را خانواده دو این برای معتبر ͳزمان-ͳفضای کواریانس تواب΄ ٢ جدول است. Rd ×R در معتبر مانای

هستند. مثبت b و a ،β ∈ (٠,٢] ،α ∈ (٠,٢] ،٠ < r ≤ ١ آن�ها در که

آن�ها متناظر معتبر کواریانس تاب΄ و ͳارشمیدس مفصل تواب΄ خانوداه :١ جدول

کواریانس تاب΄ پارامتر فضای ی΋نوا کاملا̈ تاب΄ مولد تاب΄ مفصل تاب΄

١− (١− e−||h||ρ)
١
θ [١,∞) ١− (١− e−t)

١
θ − ln(١− (١− t)θ جو

−١
θ ln{(exp(−θ)− ١)e−||h||ρ} ℜ − {٠} −١

θ ln{(exp(−θ)− ١)e−t} − ln{ exp(−θt)−١
exp(−θ)−١ } Έفران

exp{١−e
||h||ρ

θ } [٠,١) exp{١−e
t

θ } ln(١− θ ln t) گامبل-بارنت

exp(−||h||ρ) [١,∞) exp(−t١/θ) (− ln t)θ گامبل-هوگارد

آن�ها متناظر ͳزمان-ͳفضای کواریانس تاب΄ و مفصل تواب΄ خانواده :٢ جدول

مولد تاب΄

ͳزمان-ͳفضای کواریانس تاب΄ پارامتر فضای φ٢ φ٢ φ١

{a||hs||α + b|ht|β)}
−١
θ [٠,∞) گامبل-هوگارد گامبل-هوگارد کلایتون

{[١+ a||hs||α]r + b|ht|β)}
−١
θ [٠,∞) گامبل-هوگارد کلایتون کلایتون

exp{−a||hs||α − (١+ b|ht|β)r + ١)]} ١
θ [١,∞) گامبل-هوگارد کلایتون گامبل-هوگارد
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نتیجه�گیری و بحث

و ͳگستردگ هستند. ͳزمان-ͳفضای و ͳفضای داده�های کواریانس تاب΄ مدل�بندی برای مناسب ابزاری مفصل�ها
-ͳفضای و ͳفضای کواریانس تواب΄ ساخت ،ͳتصادف میدان تحقق�های توأم توزی΄ ساخت ام΋ان تواب΄ این انعطاف
تاب΄ و ͳفضای کواریانس تواب΄ و ͳفضای مفصل تواب΄ بودن معتبر ͳبررس اما م�ͳسازد. میسر را تف΋ی�Έناپذیر ͳزمان

باشد. میسر خاص مفصل تواب΄ برای فقط است مم΋ن تف΋ی�Έناپذیر ͳزمان-ͳفضای کواریانس

مراج΄

استان در ͳسال΋خش -شدت مدت ͳاحتمالات تحلیل ،(١٣٨٨) س.، مرید، و م. محمدزاده، م.، امیدی، [١]
.٩-١٠١۵ ،۴١ ایران، خاک و آب تحقیقات مجله مفصل، تواب΄ از استفاده با تهران
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فرین مقدار مفصل�های خانواده ͳΎوابست ساختار ͳبررس

س.و. باد، زنده و م.١ ،ͳامین

مشهد ͳفردوس دانشΎاه آمار گروه

چ΋یده

ͳΎوابست ساختار ͳبررس و فرین مقدار مفصل�های عنوان تحت مفصل�ها از خانواده�ای ͳمعرف به مقاله این در

کاربرد ͳΎوابست میزان تعیین در که اسپیرمن روی و کندال تاو مثل ͳکمیت�های خانواده این در پرداخته�ایم. آن

در انتظار مورد ͳΎوابست نوع (K-Plot) کندال نمودار از استفاده با انتها در و است. گردیده محاسبه دارند ͳوسیع

کرده�ایم. ͳبررس را خانواده این

.ͳΎوابست فرین، مقدار مفصل، اسپیرمن، روی کندال، توزی΄ کندال، تاو پی΋ند، ͳΎوابست تاب΄ هایکلیدی: واژه

مقدمه ١

اولین از ͳ΋ی است. داشته چشمΎیری رشد مختلف علوم در کاربردهایشان و مفصل�ها از استفاده اخیر دهه�ی در
دیΎری بسیار محققان است. بوده (١٩۶۴) گلدشتاین و گامبل توسط فرین مقادیر روی بر شده انجام تحقیقات
کاربردهای و فرین مقدار مفصل�های با رابطه در نلسن(١٩٩٠) و (١٩٩٧) استپن و بنز راشندورف(١٩٩۶)، چون
ویژگ�ͳهای از ͳبرخ سیΎرز(٢٠٠٩) و گادندورف و (٢٠٠٢)ͳل و هاتچینسون این بر علاوه کرده�اند. مطالعه آن
و بیمه سرمایه�گذاری، جمله از مختلف زمینه�های در فرین مقدار مفصل�های نموده�اند. ͳبررس را مفصل�ها این مفید
ͳزمان سیل بΎیرید. نظر در را سیل پدیده�ی مثال عنوان به دارند. ͳسزای به نقش فرین توام پیشامدهای ،ͳمحیط علوم
بودن معلوم به نیاز سیل وقوع احتمال بنابراین کند. تجاوز ͳسطح Έی از مواج و ساکن آب ΀سط که م�ͳدهد رخ
مقادیر بین ͳΎوابست میزان تعیین در فرین مقدار مفصل�های ͳشرایط چنین در دارد. ماکزیمم نقاط در توام توزی΄

بود. خواهند مفید فرین

C مفصل و H توام توزی΄ تاب΄ با هم�توزی΄ و ͳتصادف نمونه�ای (X١, Y١), (X٢, Y٢), . . . , (Xn, Yn) کنید فرض
اگر باشند. G و F حاشیه�ای توزی΄ دارای ترتیب به Y١ و X١ و باشند

X(n) = max{xi}i=١,...,n , Y(n) = max{yi}i=١,...,n (١)

١email: m-amini@um.ac.ir
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داریم: ͳریاض ساده محاسبات انجام با آنΎاه

H(n)(x, y) = C
[
[F(n)(x)]

١
n , [[G(n)(y)]

١
n

]n
نلسن ٢.٣.٣ قضیه به بنا H(n)(x, y) با متناظر مفصل آن�گاه G(n)(y) = v و F(n)(x) = u دهیم: قرار اگر نتیجه در
نباشد مفصل است مم΋ن limn→∞ C(n)(u, v) ͳکل حالت در .C(n)(u, v) = Cn(u

١
n , v

١
n ) با است برابر (٢٠٠۶)

مفصل Έی را C مفصل آن�گاه limn→∞ CnE(u
١
n , v

١
n ) = C(u, v) که ͳقسم به باشد داشته وجود CE مفصل اگر ͳول

نامند. فرین مقدار
است. نیاز مورد ادامه در م�ͳباشند ͳΎوابست مفاهیم از ͳبرخ بیان�کننده�ی که زیر تعاریف

هرگاه: هستند، ٢PQD مثبت وابسته�ی ͳربع طور به Y و X تعريف١.١.

∀x, y ∈ R H(x, y) ≥ F (x)G(y)

،C(u, v) ≥ uv این�که با است معادل PQD شرط آن�گاه باشد H(x, y) توام توزی΄ با متناظر مفصل C اگر .١.١ ن΋ته
.u, v ∈ [٠,١] هر ازای به

x به نسبت y هر ازای به P (Y ≥ y|X = x) هرگاه است صعودی X به نسبت ͳتصادف طور به Y .٢.١ تعريف

نسبت x هر ازای به P (X ≥ x|Y = y) هرگاه است صعودی Y به نسبت ͳتصادف طور به X همچنین باشد. صعودی
٣PRD(X,Y ) نماد با و نامند مثبت ͳرگرسیون وابسته�ی را Y و X باشد برقرار فوق ͳویژگ دو باشد.اگر صعودی y به

م�ͳدهند. نمایش

آن�گاه: باشد، Y و X ͳتصادف متغیرهای توام توزی΄ با متناظر مفصل C اگر .٢.١ ن΋ته

PRD(Y |X) ⇔ ∂C(u, v)

∂u
Decreasing in u,

PRD(X|Y ) ⇔ ∂C(u, v)

∂v
Decreasing in v

اگر تنها و اگر است فرین مقدار مفصل ،C مفصل پی΋ند(١٩٨١) .١.١ قضيه

C(u, v) = (uv)A(
log v
log uv ) ∀(u, v) ∈ (٢[٠,١ − {(١,١)} (٢)

و است محدب که دارد نام پی΋ند ͳΎوابست تاب΄ A : [٠,١] → [١٢ ,١] آن در که

∀t ∈ [٠,١] max{t,١− t} ≤ A(t) ≤ ١

٢Positive Quadrant Dependence
٣Positive Regression Dependence
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که م�ͳباشد C(u, v) = uv مفصل با متناظر A(t) = ١ ͳیعن بالا کران دارند، ͳخاص معنای A پایین و بالا کران
م�ͳباشد C(u, v) = min{u, v} مفصل با متناظر A(t) = max{t,١− t} ͳیعن پایین کران و م�ͳدهد، نتیجه را استقلال

م�ͳدهد. نتیجه را کامل ͳΎوابست که

دارای لزوماً فرین مقدار مفصل�های ͳیعن C(u, v) ≥ uv که م�ͳدهد نتیجه A(t) ≤ ١ نامساوی الف) .٣.١ ن΋ته
.(PQD) هستند مثبت ͳربع ͳΎوابست

است. مثبت ͳرگرسیون ͳΎوابست خاصیت دارای فرین مقدار مفصل ب)

ͳاصل نتای; ٢

خانواده این در کندال توی و اسبیرمن روی λu, λL نظیر ͳΎوابست انداره�های ͳبرخ محاسبه و ͳمعرف به بخش این در
استفاده با فرین مقدار مفصل ͳΎوابست نوع ͳبررس برای (k-Plot) کندال نمودار از انتها در و پرداخته�ایم مفصل�ها از

م�ͳکنیم. استفاده ،R نرم�افزار از

ͳΎوابست اندازه�های ١.٢

و کندال تاو اسپیرمن، روی مانند ͳΎوابست اندازه�های که است این فرین مقدار مفصل�های خانواده مزایای از ͳ΋ی
م�ͳشود. بیان A(.) ͳΎوابست تاب΄ برحسب پایین و بالا ͳدم ͳΎوابست ضرائب

ͳدم ͳΎوابست ضرائب

I٢ مرب΄ راست سمت ͳبالای چهارم Έی گوشه�ی در را ͳتصادف متغیرهای بین ͳΎوابست ،ͳدم ͳΎوابست اندازه�های
سبوئیا ͳماساک توسط ١٩۶٠ سال در اندازه�ها این م�ͳگیرند. اندازه آن چپ سمت پایین چهارم Έی گوشه�ی در و

یافت. نلسن(٢٠٠۶) کتاب در م�ͳتوان را امروزی�شان و متداول ش΋ل و شده ͳمعرف
م�ͳکنیم: تعریف آنΎاه ،C متناظر مفصل و Y ∼ G(y) و X ∼ F (x) حاشیه�های با باشند (X,Y ) ∼ H(x, y) اگر

(Lower Tail Dependence) λL = lim t→ ٠+P (Y ≤ G−١(t)|X ≤ F−١(t)) ,

(Upper Tail Dependence) λu = lim t→ ١−P (Y > G−١(t)|X > F−١(t)) .

آن�گاه باشد، H توزی΄ با متناظر مفصل ،C مفصل

λL = lim
t→٠+

C(t, t)

t
, λu = ٢− lim

t→١−
١− C(t, t)

١− t

آن�گاه باشد فرین مقدار مفصل C اگر گزاره:
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الف)

λu = lim
t→٠

١+ C(١− t,١− t)− ٢− ٢t
t

= lim
t→٠

t−٢)١t− ١+ C(١− t,١− t))

= ٢− lim
t→٠

١
t
(١− C(١− t,١− t))

= ٢− l(١,١)

= ٢
(
١−A

(
١
٢

))
∈ [٠,١]

م�ͳکند. تغییر کامل) ͳΎوابست) ١ تا (A = ١ (استقلال، صفر از λu ضریب ب)

λL = limP (U ≤ u, V ≤ u)

= limu(٢A(
١
٢ )−١)

=

{
٠ A

(١
٢
)
> ١

٢
١ A

(١
٢
)
= ١

٢

کندال تاو ضریب ٢.٢

توزی΄ Έی ͳدرستنمای ͳΎوابست میزان متوسط نلسن(٢٠٠۶) ۵.٢.٢٠ قضیه براساس کندال تاو ͳΎوابست ضریب
آنΎاه: باشند C متناظر مفصل و (X,Y ) ∼ H اگر حال م�ͳکند. بیان و اندازه�گیری آن�را متناظر مفصل با توام

τX,Y = ۴
∫ ١

٠

∫ ١

٠
C(u, v)d(u, v)− ١ (٣)

با: است برابر τC حالت این در باشد فرین مقدار مفصل ،C اگر گزاره:

τ = ١−
∫ ١

٠

[
١+ (١− t)

A′(t)

A(t)

] [
١− t

A′(t)

A(t)

]
dt

اسپیرمن روی

مفصل و C مفصل بین فاصله متوسط ρC = ١٢
∫ ١
٠
∫ ١
٠ (C−uv)dudv رابطه�ی براساس اسپیرمن روی ͳΎوابست ضریب

م�ͳکند. بیان و اندازه�گیری را π(u, v) = uv استقلال
آن�گاه باشد فرین مقدار مفصل C اگر گزاره:

ρs = ١٢
∫ ١

٠

dt

(١+A(t))٢
− ٣
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کندال توزی΄

م�ͳباشد. W = H(X,Y ) ͳتصادف متغیر ͳتجمع توزی΄ تاب΄ م�ͳدهیم. نشان K(w) نماد با را آن که کندال توزی΄ تاب΄
م�ͳباشد. {H(X,Y ) ≤ w} پیشامد احتمال بیانΎر K(w) واق΄ در

اگر ندارد ͳΎبست G(y) و F (x) حاشیه�ای توزی΄�های به و است وابسته C مفصل به H(x, y) طریق از تنها K(w)

آنΎاه باشد، A مجموعه نشانΎر تاب΄ دهنده نشان I(A) و H(x, y) = C{F (x), G(y)}

K(w) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
I{H(x, y) ≤ w}dH(x, y)

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
I[{C(F (x), G(y)) ≤ w}]dC(F (x)G(y))

=

∫ ١

−٠

∫ ١

−٠
I{C(u, v) ≤ w}dC(u, v)

= P{C(U, V ) ≤ w}

کردند: تعریف زیر صورت به را ͳتصادف رابطه Έی ١٩٩٧ سال در جنست و موگرس کپرا،
اگر تنها و اگر دارد کمتری مثبت ͳΎوابست H∗ توزی΄ تاب΄ با (X∗, Y ∗) زوج از H توزی΄ تاب΄ با (X,Y ) زوج
توزی΄ تاب΄ ترتیب به K∗ و K آن در که م�ͳدهند، نشان (X,Y ) <K (X∗, Y ∗) نماد با را آن و K(w) ≥ K∗(w)

م�ͳباشد. H∗(X∗, Y ∗) و H(X,Y ) ͳتجمع
بیان زیر صورت به که است کندال تاو با توزی΄ این بطه را کندال توزی΄ تاب΄ نام به K توزی΄ تاب΄ نام�گذاری علت

م�ͳشود.

τ(X,Y ) = ۴E{H(X,Y )} − ١ = ٣− ۴
∫ ١

٠
K(w)dw (۴)

که م�ͳشود نتیجه رابطه این از واق΄ در

K(w) ≥ K∗(w) ⇔ τK ≥ τ∗K

.K(w) = w − w lnw صورت این در باشد استقلال مفصل C = uv اگر الف) .١.٢ قضيه
صورت این در باشد فرین مقدار مفصل C اگر ب)

KC(w) = w − (١− τ)w logw

(K-Plot) کندال نمودار

نمودار م�ͳباشد.این (X١, Y١), . . . , (Xn, Yn) ͳتصادف نمونه در ͳΎوابست برآورد برای بصری ابزار Έی کندال نمودار
ͳراحت به چندمتغیره حالت برای و دارد ارتباط مفصل�ها با که تمایز وجه این با م�ͳباشد. Q-Q نمودار مفهوم اساس بر



ها ͳΎوابست انواع و مفصل نظریه ͳآموزش کارگاه دومین ٣٠

م�ͳباشد. زیر صورت به (X١, Y١), . . . , (Xn, Yn) ͳتصادف نمونه Έی برای نمودار این ساخت روش است. تعمیم قابل

م�ͳکنیم. تعریف زیر صورت به را Hi ،١ ≤ i ≤ n هر برای .١

Hi =
١

n− ١
#{j ̸= i : Xj ≤ Xi , Yj ≤ Yi}

کنید. مرتب H(١) ≤ . . . ≤ H(n) صورت به را Hi مقادیر .٢

به ͳتصادف نمونه Έی در مرتب آماره iامین امید بنانΎر wi:n آن در که کنید رسم را (wi:n,H(i)) زوج�های .٣
است. استقلال صفر فرضیه تحت K٠ توزی΄ از n اندازه

نقاط بودن Έنزدی در ͳΎوابست عدم نمودار این در م�ͳشود. نامیده K − Plot با کندال نمودار حاصل گراف
م�ͳشود. تفسیر مستقیم خط به

wi:n = E[w(i)]

= n

(
n− ١
i− ١

)∫ ١

٠
w{K٠(w)}i−١{١−K٠(w)}n−١dK٠(w) ∀ ١ ≤ i ≤ n

م�ͳباشد. زیر خواص دارای کندال نمودار

(١٩٩٣) ریوست و جنسیت مقاله براساس .١

Knn→∞ → K(w) ∀ ٠ ≤ w ≤ ١

رو ین ا از و
K−١
n (p) → K−١(p) ٠ ≤ p ≤ ١

م�ͳشود. تعریف زیر صورت به و م�ͳباشد ͳتجرب توزی΄ تاب΄ Kn(w) آن در که

Kn(w) =

n∑
i=١

δ(w −Hi)/n

آن در که
δ(t) =

{
١ t = ٠
٠ o.w

است. تعمیم قابل نیز امیدهایشان به ͳرایΎهم این رو این از کراندارند. آن مع΋وس و Kn چون

آنΎاه باشد. np از بزرگتر ΀صحی عدد کوچ΋ترین [np] کنید فرض ٠ ≤ p ≤ ١ و n ≥ ١ هر برای .٢

H[np] = K−١
n (p) → K−١(p)

رو این از و
limE(H[np]) = limw[np];n = K−١

٠

(استقلال) صفر فرضیه تحت
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k نمودار :١ ش΋ل

است. p 7→ (K−١
٠ (p),K(p)) ͳمنحن روی بر گرفتن ر قرا به متمایل (wi:n,H(i)) زوج بزرگ nهای برای .٣

است. متمایل بودن ͳخط به نمودار K = K٠ که ͳزمان .۴

صورت این در زیرا (p ≡ ٠) م�ͳگیرند. قرار E ͳافق محور روی بر نمودار در نقاط تمام τ(X,Y ) ͳزمان .۵
.K−١(p) = ٠ ∀ ٠ ≤ p ≤ ١

.K−١(p) ≡ p صورت این در زیرا م�ͳگیرند. قرار K٠(p) ͳمنحن روی بر نقاط تمام T (X,Y ) = ١ که ͳزمان .۶

فرین مقدار اساسمشاهدات بر K− Plot رسم ٣.٢

ͳمشاهدات نرم�افزار از استفاده با حال است. مثبت ͳΎوابست دارای فرین مقادیر مفصل کردیم، اشاره که طور همان
بالای در نقاط داشتیم انتظار که طور همان نموده�ایم. رسم را آن K − Plot نمودار و کرده�ایم تولید فوق مفصل از

است. ͳΎوابست بودن مثبت دهنده نشان این و گرفته�اند قرار نیمساز
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بهادار بورساوراق ͳبازگشت سود تجارتو بینحجم ͳدم ͳΎوابست ͳبررس
ͳترکیب مفصل تاب΄ از استفاده با

ا.١، بهنوییه، حیدری

اهواز چمران شهید دانشΎاه آمار گروه

ع. برزی، کارگر

اهواز چمران شهید دانشΎاه اقتصاد گروه

غ.ع. پرهام،

اهواز چمران شهید دانشΎاه آمار گروه

چ΋یده

های بازگشت و تجارت حجم متغیر دو بین ͳدم ͳΎوابست ͳبررس به ͳترکیب مفصل تاب΄ از استفاده با مقاله دراین

ͳبازگشت سود و تجارت حجم به مربوط ٢٠١١- های٢٠٠۵ سال روزانه های داده از و است شده پرداخته سود

بسیار های سود بازگشت خاص حالت در که دهد ͳم نشان نتای; است. شده استفاده ایران بهادار اوراق بورس در

حجم از کدام Ϳهی به ͳتمایل کم بسیار های سود بازگشت اما دارند تمایل زیاد ͳخیل تجارت های حجم به زیاد

ندارند. زیاد یا کم های تجارت

.ͳدم ͳΎوابست مفصل، تاب΄ کلیدی: های واژه

مقدمه ١

هو است مفصل تاب΄ Έی خود مفصل تواب΄ از ͳمحدب ترکیب هر که کرد بیان بار اولین برای (١٩٩٩) نلسن
(٢٠٠٩) ͳکت همچنین کردند استفاده ͳΎوابست بیان برای ͳترکیب مفصل تاب΄ از (٢٠٠٧) رودریΎز و (٢٠٠۶)

کرد. استفاده آسیا شرق بازارهای در سود و تجارت حجم بین ͳدم ͳΎوابست بیان برای ͳترکیب مفصل تواب΄ از

١email: ahmadheydari37@yahoo.com
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بخشاول ٢

ͳترکیب مفصل تاب΄ ١.٢

تاب΄ و است مفصل تاب΄ Έی ها مفصل تواب΄ از محدب ͳخط ترکیب هر که کرد بیان بار اولین برای (١٩٩٩) نلسن
کرد. ͳمعرف زیر صورت به را ͳترکیب مفصل

Cmix(u, v) =
m∑
i=١

WiCi(u, v)

(٢٠٠۴) هم΋اران و پنا m∑م�ͳباشند.
i=١Wi = ١ شرط با Ci مفصل تواب΄ برای شده تعریف های Wiوزن آن در که

استفاده و دارند ساده مفصل تواب΄ به نسبت بیشتری پذیری انعطاف ͳترکیب مفصل تواب΄ که کردند اشاره ن΋ته این به
است. همزمان طور به ͳپایین و ͳبالای ͳدم ͳΎوابست آوردن دست به برای ͳمناسب روش ͳترکیب مفصل تواب΄ از

ͳدم ͳΎوابست ضرایب ٢.٢

ای حاشیه توزی΄ تواب΄ با Y و X ͳتصادف متغیر دو برای λl ͳپایین و λuͳبالای ͳدم ͳΎوابست ضرایب (١٩٩٧) جوی
آیند. ͳم دست به زیر روابط از v = G(Y و( u = F (X)فرض با C مفصل تاب΄ و G(Y ) ،F (X)

λu = ٢− lim
t−→١−

١− C(t, t)

١− t

λll = lim
t−→١−

C(t, t)

١− t

ͳترکیب مفصل تواب΄ برای ͳدم ͳΎوابست ضرایب ٣.٢

آیند. ͳم دست به زیر روابط از ͳترکیب مفصل تواب΄ برای ͳدم ͳΎوابست ضرایب

λu =
m∑
i=١

Wiλu(i)

λll =
m∑
i=١

Wiλl(i)

را ͳمفصل تواب΄ و ضرایب باید مناسب مفصل تاب΄ انتخاب چنین هم و ͳترکیب مفصل تاب΄ ضرایب انتخاب برای
صورت به (١٩٧٨) اسچوارز و (١٩٧۴) Έکایی آ هیروتΎو توسط که را BIC و AIC معیارهای که کرد انتخاب

باشند. مینیمم آن�ها برای شده�اند ͳمعرف زیر

AIC = −٢lnL(θ̂) + ٢K
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BIC = −٢lnL(θ̂) + ٢nK

مفصل تواب΄ از مقاله این در است. نمونه حجم nو شده برآورد پارامترهای تعداد kو ͳدرستنمای ماکزیمم Lاینجا در
دهد) ͳم نشان ͳخوب به را ͳبالای ͳدم ͳΎگامبل(وابست دهد)، ͳم نشان ͳخوب به را ͳپایین ͳدم ͳΎوابست) کلایتون

است. شده استفاده ͳدم ͳΎوابست بیان برای دهد) ͳم نشان ͳخوب به را ͳدم استقلال ) Έفران و

ͳتجرب نتای; ٣

یافته تعمیم فولر ͳ΋دی آزمون ١.٣

واحد ریشه آزمون از استفاده با متغیرها ͳایستای رو این از باشند، ͳنم ایستا معمولا ͳزمان های سری که این به توجه با
فولر ͳ΋دی آزمون به مربوط 0.4353 برابر p−value مقدار به توجه با گیرد. ͳم قرار آزمون مورد یافته تعمیم فولر ͳ΋دی
های داده برای مقدار این و باشند ͳنم ایستا ها داده که�این گیریم ͳم نتیجه تجارت حجم های داده ͳایستای برای
به مربوط نمودار به توجه با باشند. ͳنم ایستا دهد ͳم نشان که باشد ͳم برابر0.2373 ͳبازگشت سود ب سود به مربوط
GHARCH فیلتر از بنابراین دارند واریانس ͳناهمسان ها داده این شود ͳم مشخص سود بازگشت و تجارت حجم
را ها باقیمانده ͳایستای یافته تعمییم فولر ͳ΋دی آزمون از استفاده با حال کنیم. ͳم استفاده ها داده ͳایستای برای

باشند. ͳم ایستا ها داده و0.002 0.011 آمده دست به p− value مقادیر به توجه با که کنیم ͳم آزمون

ها داده بودن ͳتصادف آزمون ٢.٣

است شده آورده (١) جدول در آن �نتای; که است شده استفاده چرخش٢ آزمون از ها داده بودن ͳتصادف آزمون برای
باشند ͳم ͳتصادف ͳبازگشت سود و تجارت حجم های داده آمده دست به ͳبحران مقادیر به توجه با که

داده�ها بودن ͳتصادف آزمون نتای; :٣ جدول

ͳبحران مقدار متغیر

0.231 تجارت حجم
0.653 ͳبازگشت سود

٢Run Test
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مفصل تاب΄ پارامترهای برآورد ٣.٣

٣(CML)ͳکانون ͳدرستنمای ماکزیمم روش از ها داده به شده داده برازش مفصل تاب΄ پارامترهای آوردن دست به برای
گامبل کلایتون، مفصل تواب΄ به مربوط ͳدرستنمای ماکزیمم لΎاریتم و شده برآورد پارامترهای است. شده استفاده
برای W١ ضرایب همراه به (۴) جدول در ͳترکیب مفصل تاب΄ برای مقادیر این همچنین و (٣) جدول در Έفران و

است. شده آورده گامبل مفصل تاب΄ برای W٢ و کلایتون مفصل تاب΄

BIC و AIC معیارهای و ͳدرستنمای ماکزیمم مفصل، تاب΄ پارامتر :۴ جدول

AIC BIC ͳدرستنمای ماکزیمم θ̂ ͳبحران مقدار مفصل تاب΄

-553.43 -594.48 365.74 0.0034 0.0827 کلایتون
-692.16 -726.032 365.39 1.234 1.0653 گامبل
-175.321 -204.210 106.62 1.344 0.5356 Έفران

BIC و AIC معیارهای و ضرایب ،ͳدرستنمای ماکزیمم مفصل، تاب΄ پارامتر :۵ جدول

BIC AIC W٢ W١ θ̂٢ θ̂١ مفصل تاب΄

-783.13 -824.46 0.76 0.24 0.0731 1.152 ͳترکیب مفصل تاب΄

کلایتون، مفصل تواب΄ از استفاده با آمده دست به نفت قیمت شوک ͳتصادف متغیر دو بین ͳدم ͳΎوابست ضرایب
است. شده آورده (۵) جدول در ͳترکیب مفصل تاب΄ و گامبل

ͳترکیب مفصل تاب΄ و گامبل کلایتون، مفصل تاب΄ ͳدم ͳΎوابست ضرایب :۶ جدول

ͳبالای ͳدم ͳΎوابست ضریب ͳپایین ͳدم ͳΎوابست ضریب مفصل تاب΄

0 0.00214 کلایتون

0.2460 0 گامبل
0.28696 0.002033 ͳترکیب

٣Caninocal Maximum Likelihood
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نتیجه�گیری و بحث

تر کم ͳترکیب مفصل تاب΄ برای معیارها این که آنجا از BIC و AIC معیارهای برای آمده دست به مقادیر به توجه با
حجم بین ͳدم ͳΎوابست بیان برای بنابراین است. داشته داده�ها به بهتری برازش ͳترکیب مفصل تاب΄ بنابراین هستند
به توجه با که کنیم ͳم استفاده ͳترکیب مفصل تاب΄ برای امده بدست ͳΎوابست ضرایب از ͳبازگشت سود و تجارت
ͳیعن دوم فرضیه شود ͳمشخصم ͳپایین ͳدم ͳΎوابست ضریب برای مقدار و ͳبالای ͳدم ͳΎوابست ضریب برای مقدار
به تمایل زیاد ͳخیل سودهای بنابراین م�ͳشود تایید ͳبازگشت سود و تجارت حجم بین ͳبالای ͳدم ͳΎوابست وجود

دارند. زیاد ͳخیل های تجارت حجم با ͳΎهمبست

مراج΄
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آن پارامترهای و مفصل برآورد روش�های بر مروری

ح.ر. ،ͳثان ͳنیل و س. س.١،جمهوری، نژاد، ͳراسخ

بیرجند دانشΎاه آمار گروه

چ΋یده

مختلف روشهای به آن پارامترهای و مفصل برآورد نحوه ،ͳاساس ویژگ�ͳهای از ͳبرخ و مفصل مقاله، این در

برآوردگرها این از ͳبرخ ͳکارای شبیه�سازی روش�های از استفاده با و ΀تشری ناپارامتری و پارامتری نیم پارامتری،

هم΋اران و وو ٢ قضیه به مربوط نتای; اصلاح و بهبود با مقاله این از ͳبخش در م�ͳکنیم. مقایسه ی�ΈدیΎر با را

سهام قیمت به مناسب ͳارشمیدس مفصل پایان در م�ͳشود. داده (١٩٩٣)تعمیم جنست ٣.١ قضیه (٢٠٠۶)

از Έی هر سهام قیمت مفاصل وسیله به و برآورد را آن�ها پارامترهای و برازش پارس نفت و بهران نفت شرکت�های

م�ͳکنیم. ͳبین پیش را متغیر دو این

.ͳارشمیدس مفصل اس΋لار، قضیه پارامتری، نیم برآورد ناپارامتری، برآورد پارامتری، برآورد کلیدی: های واژه

ͳمقدمات مفاهیم و مقدمه ١

متغیرهای موارد از بسیاری در وجود این با م�ͳپذیرد. انجام داده�ها بین استقلال اساس بر آماری بندی�های مدل اکثر
ͳمعرف ͳهای�ͳΎوابست چنین تحلیل و توصیف برای ͳمتنوع ساختارهای ی΋دیΎرند. به وابسته ͳنوع به مطالعه مورد
اولین که مفاصل م�ͳباشند. مدل�ها این کاربردترین پر و مهم�ترین از مفاصل مبنای بر شده ساخته مدل�های شده�اند.
Έمنف حاشیه�ای توزی΄�های از را مطالعه مورد ͳΎوابست ساختارهای است، شده ͳمعرف (١٩۵٩) اس΋لار توسط بار
منظر این از و نمایند مدل�سازی را Έریس متغیرهای ͳΎوابست توانسته�اند ͳخوب به تواب΄ این اقتصاد در م�ͳسازد.
ͳسادگ و پذیری انعطاف دلیل به ͳارشمیدس مفاصل نام به مفاصل از مهم رده Έی م�ͳباشند. اقتصاددانان توجه مورد
ͳبررس آن پارامترهای و مفصل برآورد مفصل، ͳمعرف ضمن سوم و دوم بخش در م�ͳباشند. توجه مورد محاسبات
وتحلیل تجزیه را پارس نفت و بهران نفت شرکت سهام قیمت به مربوط داده�های چهارم بخش در شد. خواهند
سرمایه بازار فعالان ͳول باشیم نداشته ͳدسترس متغیر دو این از ͳ΋ی نرخ به است مم΋ن ͳزمان دوره Έی در م�ͳکنیم.
ͳزمان سری�های در ویژه به سهام قیمت ͳپیش�بین برای متعددی روش�های م�ͳباشند. سهام قیمت ͳپیش�بین به علاقه�مند
ͳوی΋نی آزمون از بااستفاده و ͳپیش�بین را سهام قیمت شده برازش مفاصل از استفاده با مقاله این در دارند. وجود

م�ͳدهیم. قرار ͳبررس مورد را آن دقت برازش

١email: rasekhi_sa@yahoo.com
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مفصل ͳمعرف ٢
١− ∀t ∈ [٠,١] C(٠, t) = C(t,٠) = ٠, C(١, t) = C(t,١) = t

٢− ∀u١, u٢, v١, v٢ ∈ I; u١ ≤ u٢, v١ ≤ v٢,

C(u١, v١)− C(u١, v٢)− C(u٢, v١) + C(U٢, V٢) ≥ ٠.

اگر نامیم مفصل Έی را C : I٢ → I تاب΄

مانند ͳمفصل آنΎاه باشد، G و F حاشیه�ای توزی΄�های با توأم توزی΄ تاب΄ Έی H اگر اس΋لار): (قضیه .١.٢ قضيه

که ͳقسم به دارد وجود C

∀x, y ∈ R̄, H(x, y) = C(F (x), G(y)).

شود. ͳم تعیین RanF ×RanG روی ی΋تا طور به C صورت این غیر در ی΋تاست C باشند، پیوسته G و F اگر

(x, y) ∈ I٢ ،F (x, y) = ١
٢ (x + y) توأم توزی΄ تاب΄ دارای I٢ ت΋یه�گاه با Y و X متغیرهای کنید فرض .١.٢ مثال

نیستند. پیوسته Y و X متغیرهای .F٢(y) = ١
٢ (y+١) و F١(x) = ١

٢ (x+١) از عبارتند حاشیه�ای توزی΄�های م�ͳباشند.

را C فرد به منحصر مفصل [١٢ ,١]× [١٢ ناحیه[١, روی بر م�ͳتوان اس΋لار قضیه دوم قسمت اساس بر و وجود این با
کرد تعریف زیر ش΋ل به

F (x, y) = max(
١
٢
(x+ ١) + ١

٢
(y + ١)− ١,٠) = C(F١(x), F٢(y)).

نم�ͳباشد. فرد به منحصر C مفصل ناحیه این خارج در اما
م�ͳنامیم. زیرمفصل Έی را C باشد I٢ از مجموعه�ای زیر C دامنه اگر

کرده�ایم. پیوسته متغیرهای به محدود را خود ما مقاله این در که است ذکر به لازم
داریم C دامنه در (u, v) هر برای آنΎاه باشند G و F مع΋وس تواب΄ G−١ و F−١ اگر

C(u, v) = H(F−١(u), G−١(v)).

م�ͳدهیم. ارجاع (١٩٩٧ ) جو و (٢٠٠۶) نلسن به را علاقه�مندان آن ͳاساس ویژگ�ͳهای و مفصل بیشتر مطالعه برای
مسائل در مفاصل کاربردهای با ͳآشنای برای مناسب مرج΄ دو (٢٠٠۶) پانجار و (٢٠٠۴) هم΋اران و ͳچریوبین
به آن اعضای که آنجا از م�ͳباشند. ͳارشمیدس مفاصل مفاصل، از بزرگ کلاس Έی م�ͳباشند. ͳمال و اقتصادی
م�ͳشود، مشخص متغیره Έی مقدار ͳحقیق تاب΄ Έی توسط تنها وابست�ͳΎهایشان ساختار و م�ͳشوند ساخته ͳراحت

گرفته�اند. قرار بسیاری توجه مورد بنابراین

فرم به ͳمفصل .φ(١) = ٠ که طوری به باشد [٠,∞] به I از ͳنزول اکیداً پیوسته، ͳتابع φ کنید فرص تعريف١.٢.

φ(٠) = ∞ زمانی΋ه گویند. ͳارشمیدس مفصل مولد تاب΄ را φ و ͳارشمیدس مفصل را C(u, v) = φ[−١](φ(u)+φ(v))

گویند. اکید مولد را φ تاب΄
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از عبارتند ͳارشمیدس مفاصل از مهم کلاس زیر سه
و جانسون(١٩٨١) و کوک توسط بعدها و ͳمعرف (١٩٨٧) کلیتون توسط مفصل این کلیتون. مفصل (الف)
لذا و φ(t) = t−α−١

α , α ∈ [−١,∞) \ {٠} خانواده این در گرفت. قرار ͳبررس و مطالعه مورد (١٩٨٢) کاس آ اُ
.Cα(u, v) = (u−α + v−α − ١−(١

α

جنست و (١٩٨۶) نلسن توسط آن ویژگ�ͳهای و مطرح (١٩٧٩)Έفران توسط مفصل این .Έفران مفصل (ب)
خانواده این در است. گرفته قرار ͳارزیاب مورد (١٩٨٧)

لذا و φ(t) = ln( ١−e−α

١−e−αt ), α ∈ (−∞,∞) \ {٠}

Cα(u, v) =
−١
α ln(١+ (e−αu−١)(e−αv−١)

e−α−١ ).

φ(v) = خانواده این در است. گرفته قرار ͳبررس مورد هوگارد(١٩٨۶) توسط مفصل این گامبل. مفصل (ج)
بنابراین م�ͳباشد. α ≥ ٠ آن در که (− ln(v))α+١

Cα(u, v) = exp{−[(− lnu)α+١ + (− ln v)α+١]
١

α+١ }.

آن پارامترهای و مفصل برآورد ٣

توأم توزی΄ تاب΄ ,Xmدارای ..., X١ پیوسته ͳتصادف متغیرهای کنید فرض

F (x, α١, ..., αm, θ) = C(F١(x١, α١), ..., Fm(xm, αm), θ), x = (x١, ..., xn).

عبارت ‘متغیرها این توأم ͳالΎچ م�ͳباشند. ͳΎوابست پارامتر θ و حاشیه�ای توزی΄ پارامترهای αm, ..., α١ آن در که
از است

f(x, α١, ..., αm, θ) = c(F١(x١, α١), ..., Fm(xm, αm), θ)
∏m
j=١ fi(xi).

به را آن پارامترهای و مفصل بخش این ,c(u).در v) = ∂٢C(u,v)
∂u∂v م�ͳباشد( مفصل ͳالΎچ تاب΄ c رابطه دراین که

م�ͳکنیم. برآورد ناپارامتری و نیم�پارامتری پارامتری، روش�های

پارامتری برآورد ١.٣

ماکسیمم از MLE روش به برآورد کرد. اشاره IFM و MLE روش�های به م�ͳتوان پارامتری روش�های جمله از
روش به αm, ..., α١ پارامترهای ابتدا IFM روش در م�ͳآید. به�دست پارامترها همه به نسبت توأم ͳالΎچ تاب΄ کردن
ͳالΎچ تاب΄ کردن ماکسیمم از θ ͳΎوابست پارامتر سپس و گردیده برآورد حاشیه�ای توزی΄�های ͳدرستنمای ماکسیمم
ماتریس�های از استفاده با آید. ͳم دست به است، شده داده قرار آن�ها برآورد αiها مقادیر جای به هنΎام�ͳکه توأم
ͳکارای م�ͳتوان کارلو مونت کمΈشبیه�سازی به خطاها دوم توان مقایسه همچنین و IFM و MLE ͳمجانب کواریانس
خطای مربعات میانΎین R نرم�افزار در شبیه�سازی وسیله به کرد. مقایسه هم با را روش دو این از حاصل برآوردگرهای
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به ،N(٠,٢) و استاندارد نرمال حاشیه�ای توزی΄�های با کلیتون مفصل برای را مفصل پارامتر به مربوط برآوردگر دو
نمونه�ای شامل شبیه�سازی این م�ͳپردازیم. برآوردگر دو این مقایسه به کارای�ͳها، نسبت محاسبه با سپس و آورده دست
بیانΎر که م�ͳباشد MSEMLE

MSEIFM
= ١٫ ٢۵٣۵٧ سازی شبیه این به توجه با است. بوده ت΋رار بار ٢٠ با ١٠٠٠ حجم به

شبیه�سازی این م�ͳباشد.(جزئیات کاراتر MLE روش به نسبت مفصل پارامتر برآورد برای IFM روش که است این
است.) آمده (١٣٩٠) نژاد ͳراسخ در

نیم�پارامتری برآورد ٢.٣

ͳتجرب توزی΄ توسط را حاشیه�ای توزی΄ تواب΄ روش این در م�ͳباشد. CML روش نیم�پارامتری روش�های جمله از
توسط روش این ویژگ�ͳهای م�ͳکنیم. برآورد ͳدرستنمای ماکسیمم روش به را مفصل پارامتر سپس و کرده برآورد
پارامتر برآورد آن در که است ͳروش Z-برآوردگر رتبه تقریب شده�است. ͳبررس (٢٠٠۴) هم΋اران و ͳچریوبین
توزی΄ تواب΄ F̂nj رابطه این در که م�ͳآید به�دست

∑n
i=١ w{F̂n١(X١i), ..., F̂nm(Xmi), θ} = ٠ معادله حل از مفصل

در آن اعضای که طوری به م�ͳباشد (٠,١)m روی پارامتر) فضای بعد d مقدار( Rd تاب΄ Έی w(., θ) و ͳتجرب
تسوکاهارا در م�ͳتوانید را Z-برآوردگر روش خصوص در بیشتری شرح کنند. صدق ∫

wk(u, θ)dC(u) = ٠ رابطه
و توأم توزی΄ با متناظر مفصل D اگر م�ͳباشد. فاصله مینیمم مفصل، برآورد برای دیΎر روش Έی بیابید. (٢٠٠۵)
فاصله شدن مینیمم باعث که است مقداری θ̂ باشد، داده�ها به شده داده برازش پارامتری خانواده {Cθ, θ ∈ Θ ⊂ Rd}

م�ͳشود. Cθ و D بین

ناپارامتری برآورد ٣.٣

صورت به را ͳتجرب مفصل برآوردگر (١٩٧٩) دهیوولز کرد. برآورد نیز ناپارامتری روش به را مفصل م�ͳتوان

Cn(u, v) =
١
n

n∑
i=١

I(Ûi ≤ u, V̂i ≤ v)

طور به برآوردگر این م�ͳباشند. حاشیه�ای توزی΄�های ͳتجرب توزی΄ تواب΄ V̂i و Ûi رابطه این در که است کرده بیان
((٢٠٠٩) هم΋اران و است.(امل΋ا معادل م�ͳآید، دست به اس΋لار قضیه از مستقیم طور به که برآوردگری با ͳمجانب

م�ͳدهیم. تعمیم را (١٩٩٣) جنست (٣.١) قضیه (٢٠٠۶ ) هم΋اران و وو نتای; اصلاح ضمن زیر قضیه در
کند. ایفا ͳارشمیدس مفاصل پارامتری استنباط در کلیدی نقش تواند ͳم قضیه این

توأم توزی΄ تاب΄ و ی΋نواخت حاشیه�ای توزی΄�های با بعدی n ͳتصادف بردار Έی (U١, ...Un)
′ فرضکنید .١.٣ قضيه

ͳارشمیدس مفصل صورت به شده تعریف

C(u١, ..., un) = φ−١(φ(u١) + ...+ φ(un))
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کنید فرض همچنین باشد.

Sk =
k∑
j=١

φ(Uj)/
k+١∑
j=١

φ(Uj), k = ١, ..., n− ١, (١)

T = C(U١, ..., Un) = φ−١(
n∑
k=١

φ(Uk)). (٢)

است زیر صورت به (S١, S٢, ..., , Sn−١, T ) توأم توزی΄ تاب΄ آنΎاه

h(s١, ..., sn−١, t) =
∂nP (S١≤s١,...,Sn−١≤sn−١,T≤t)

∂s١...∂sn−١∂t

= s٠١ s
١
٢ s

٢
٣...s

n−٢
n−١φ

−١(n)(φ(t))[φ(t)]n−١φ′(t),

م�ͳباشد. ،φ−١،ͳارشمیدس مفصل مولد مع΋وس nام مرتبه مشتق φ−١(n) آن در که

داریم (٢) و (١) روابط به توجه با برهان.

φ(U١) = S١...Sn−١φ(T ),

φ(U٢) = (١− S١)S٢...Sn−١φ(T ),

φ(Un) = (١− Sn−١)φ(T ),

است: زیر درایه�های دارای ،J = ( ∂(u١,...,un)
∂(s١,...,sn−١,t)

) تبدیلات، n× n ژاکوبین ماتریس
صورت به ژاکوبین ماتریس اول سطر اعضای

∂u١/∂sk =
∏n−١
j=١,j ̸=k sj × φ(t)/φ′(u١), k = ١, ..., n− ١,

∂u١/∂t =
∏n−١
j=١ sj × φ′(t)/φ′(u١).

∂u٢/∂s١ = −
∏n−١
j=٢,j sj×φ(t)/φ′(u٢), م�ͳآیند: دست به صورتزیر به دوم اعضایسطر مشابه طور به

∂u٢/∂sk = (١− s١)
∏n−١
j=٢,j ̸=k sj × φ(t)/φ′(u٢), k = ٢, ..., n− ١, ,

∂u٢/∂t = (١− s١)
∏n−١
j=٢ sj × φ′(t)/φ′(u٢).

هستند: زیر فرم به (m ≥ ٣) سطر mامین اعضای ͳکل طور به

∂um/∂sk = ٠, k ≤ m− ٢,

∂um/∂sk = (١− sm−١)
∏n−١
j>m,j ̸=k sj × φ(t)/φ′(um),

m− ٢ < k ≤ n− ١,

∂um/∂t = (١− sm−١)
∏n−١
j=m sjφ

′(t)/φ′(um).

از عبارتند آخر عضو دو و م�ͳباشند صفر آن آخر عضو دو جز به ژاکوبین ماتریس آخر سطر اعضای همه

∂un/∂sn−١ = −φ(t)/φ′(un), ∂un/∂t = (١− sn−١)φ
′(t)/φ′(un).

بنابراین باشد. n = ٢ کنید فرص
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S١ = φ(U١)
φ(U١)+φ(U٢)

, T = φ−١(φ(U١) + φ(U٢)),

نتیجه در و

φ(U١) = S١φ(T ), φ(U٢) = (١− S١)φ(T ),

آید ͳم دست به زیر صورت به ژاکوبین ماتریس دترمینال لذا

|J | = φ(t)
φ′(u١)

. (١−s١)φ
′(t)

φ′(u٢)
+ s١φ

′(t)
φ′(u١)

. φ(t)φ′(u٢)

= φ(t)φ′(t)−s١φ(t)φ′(t)+s١φ(t)φ
′(t)

φ′(u١)φ′(u٢)

=
s٠١φ(t)φ

′(t)
φ′(u١)φ′(u٢)

.

: از است عبارت ͳارشمیدس مفصل ͳالΎچ م�ͳشود. ثابت استقرا به مبحث ادامه

ماتریس دترمینال از استفاده با c(u١, ..., un) = ∂nC(u١,...,un)
∂u١...∂un

= φ−١(n)(φ(C(u١, ..., un)))
∏n
k=١ φ

′(uk).

م�ͳشود زیرحاصل صورت به توأم ͳالΎچ تاب΄ شده، محاسبه ژاکوبین
h(s١, ..., sn−١, t) = |J | × φ−١(n)(φ(t))

∏n
k=١ φ

′(uk)

= s٠١ s
١
٢ s

٢
٣...s

n−٢
n−١φ

−١(n)(φ(t))[φ(t)]n−١φ′(t).

کاربردی مثال ۴

را بهادار اوراق بورس در شده پذیرفته شرکت دو پارس، نفت و بهران نفت سهام نرخ به مربوط داده�های بخش این در
دوره Έی در م�ͳباشند. ١٣٩٠ سال مهر ۶ تا فروردین ۶ ͳزمان دوره به مربوط داده�ها این م�ͳدهیم. قرار ͳبررس مورد
علاقه سرمایه بازار فعالان اما باشیم. نداشته ͳدسترس متغیر دو این از ͳ΋ی نرخ به است مم΋ن متعددی دلایل به ͳزمان
ͳزمان های سری در ویژه به سهام قیمت ͳبین پیش برای ͳمختلف روش�های م�ͳباشند. سهام قیمت ͳپیش�بین به مند
برای بنابراین دهیم. انجام را ͳبین پیش این مفاصل از استفاده با که علاقه�مندیم قسمت این در ͳول دارد. وجود
ͳ΋گرافی روش Έی دهیم. قرار ͳبررس مورد را متغیر دو این بین ͳΎوابست است لازم مفصل ترین مناسب انتخاب
است. شده نامیده K−Plot که است شده مطرح (٢٠٠٣) بیوس و جنست توسط متغیرها بین ͳΎوابست ͳبررس برای

با متناظر مرتب آماره�های H(i) م�ͳباشد. (Wi:n,H(i)) جفت�های اساس بر ͳ΋گرافی روش این

Hi =
١

n− ١
♯{j ̸= i : Xj ≤ Xi, Yj ≤ Yi}
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پارس نفت و بهران نفت نرخ به مربوط K − Plot :١ ش΋ل

W = C(u, v) = H(X,Y ) ͳتصادف متغیر از n سایز به ͳتصادف نمونه Έی به مربوط آماره امین i ͳریاض Wi:nامید و
م�ͳباشد: زیر شرح به (Y و X (یا V و U بین استقلال فرضیه تحت

Wi:n = n

(
n− ١
i− ١

)∫ ١

٠
wk٠(w){K٠(w)}i−١{١−K٠(w)}n−idw,

آن در که

K٠(w) = P (UV ≤ w) =

∫ ١

٠
P (U ≤ w

v
)dv =

∫ w

٠
dv +

∫ ١

w

w

v
dv = w − w log(w)

م�ͳباشد. متناظر ͳالΎچ تاب΄ k٠(.) و

ͳانحراف هر K − Plot در م�ͳکنیم. رسم را K − Plot و محاسبه را H(i)و Wi:n مقادیر R افزار نرم از استفاده با
ͳΎوابست گیرد قرار Wi:n محور روی نقاط مجموعه زمان�ͳکه م�ͳباشد. متغیرها بین ͳΎوابست بیانΎر ͳاصل قطر از
که طور همان م�ͳدهد. رخ کامل وابست�ͳΎمثبت گیرد قرار K٠(w) ͳمنحن روی نقاط مجموعه زمان�ͳکه و کامل ͳمنف
به لذا دارد. وجود مثبت ͳΎوابست پارس نفت و بهران نفت سهام نرخ متغیر دو بین شود، ͳم ملاحظه ١ ش΋ل در
و بهران نفت نرخ داده�های به گامبل فرانΈو کلیتون، مفصل سه میان از ͳارشمیدس مفصل مناسب�ترین برازش دنبال
آزمون از استفاده داده�ها به شده داده برازش مفصل بودن مناسب ͳبررس روش�های از ͳ΋ی م�ͳباشیم. پارس نفت نرخ
کلموگروف آماره به توجه با ͳتجرب مفصل اساس بر را برازش ͳوی΋نی آزمون بخش این در است. برازش ͳوی΋نی
جدول آماره با Tn آماره مقادیر مقایسه با است. آمده ١ جدول در آزمون این نتای; م�ͳدهیم. انجام اسمیرنوف

باشند. ͳم داده�ها به ͳمناسب برازش�های Έفران و کلیتون مفصل کلموگروف،

بورس داده�های مجموعه به شده داده برازش مدل�های به مربوط کلموگروف آماره�های :١ جدول
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بهران مقابل در پارس نفت نرخ پراکنش نمودار :٢ ش΋ل

خانواده α̂ Tn

کلیتون ۵/٢۶٣ ٠/٠٨١٣

Έفران ١٢/۶٣۵ ٠/٠٧٣٢

گامبل ٢/۶٣١ ٠/١٠۵٧

مفصل برای و λL = ١−٢
α = ٠٫ ٨٧ و λU = ٠ ترتیب به کلیتون مفصل برای ͳوپایین ͳبالای دم ͳΎوابست ضریب

م�ͳباشد بیشتر چپ سمت گوشه�پایین در داده�ها ازدحام کلیتون مفصل مورد در ͳیعن م�ͳباشد. λU = λU = ٠Έفران
مفصل ،ͳدم وابست�ͳΎهای و ٢ ش΋ل به توجه با ندارد. وجود گوشه�ها در داده�ها ازدحام Έفران مفصل در ͳول
م�ͳباشیم. مجهول متغیر نرخ ͳبین پیش دنبال به حال م�ͳرسد. نظر به بورس داده�های برای ͳمناسب برازش کلیتون
دست به زیر رابطه توسط متغیر دو این از ͳ΋ی بودن مشخص به توجه با را ͳشرط مفصل ابتدا در کار این برای

م�ͳآوریم.

P (U٢ ≤ u٢|U١ = u١) = lim
δ→٠

P (U٢ ≤ u٢, U١ ∈ [u١ − δ, u١ + δ])

P (U١ ∈ [u١ − δ, u٢ + δ])

= lim
δ→٠

C(u١ + δ, u٢)− C(u١ − δ, u٢)

٢δ

=
∂

∂u١
C(u١, u٢)

این و U٢ توزی΄ به توجه با آورد. دست به U٢ برای اطمینان فاصله Έی م�ͳتوان ،ͳشرط مفصل این از استفاده با
برای ͳمناسب برازش کلیتون مفصل این΋ه فرض با حال م�ͳکنیم. ͳبین پیش را متغیر این به مربوط نرخ اطمینان فاصله
در پارس نفت سهام نرخ کنیم. ͳپیش�بین ١٣٩٠ دی ١٩ روز در را بهران نفت سهام نرخ م�ͳخواهیم م�ͳباشد داده�ها
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م�ͳآید. دست به زیر طریق به U٢ برای اطمینان فاصله م�ͳباشد. ٣٩۶۶ریال روز آن

((
٧١
١٨٢

)−۵٫٢۶ + u−۵٫٢۶
٢ − ١)

−١
۵٫٢۶−١(

٧١
١٨٢

)−۶٫٢۶ = ٠٫ ٠۵

((
٧١
١٨٢

)−۵٫٢۶ + u−۵٫٢۶
٢ − ١)

−١
۵٫٢۶−١(

٧١
١٨٢

)−۶٫٢۶ = ٠٫ ٩۵

داریم چندک�ها محاسبه با بنابراین م�ͳباشد X٢ ∼ Γ(٩۴٫ ٨,٠٫ ٠٠۵) این΋ه به توجه با و u٢ ∈ (٠٫ ٢۵,٠٫ ۶٩) نتیجه در
م�ͳباشد. ریال ١٩٨۵۴ و ١٧۵٨٧ بین عددی بهران نفت سهام نرخ نتیجه در x٢ ∈ (١٧۵٨٧,١٩٨۵۴)
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دارد؟ وجود ایران بیمه محصولات بازار در نامتقارن اطلاعات آیا

ه.١ سری، کته صفری و ح. ͳداریوشهمدان

ͳبهشت شهید دانشΎاه آمار گروه

چ΋یده

وجود مورد در بیمه�گذار افراد ͳانتخاب بیمه�ای پوشش نوع و بیمه�ای ادعاهای ͳفراوان مدل�بندی با مقاله این در

از و م�ͳدهیم نشان را شده ذکر متغیرهای ͳΎهمبست مفصل تواب΄ از استفاده با م�ͳکنیم. بحث نامتقارن اطلاعات

نامتقارن اطلاعات وجود م�ͳکنیم. استفاده بیمه بازار در نامتقارن اطلاعات وجود قبول یا رد برای مدل�ها این نتای;

بیمه شرکت�های تعهدات وانجام اقتصادی بنΎاه�های روی جبران�ناپذیری اثرات م�ͳتواند کشوری هر بیمه بازار در

طبقه�بندی جمله از مناسب راه΋ارهای م�ͳتوان بازارها این در نامتقارن اطلاعات وجود ͳبررس با باشد. داشته

آورد. به�دست بیمه�گذاران ͳکژمنش و ͳکژگزین رفتارهای از جلوگیری برای را افراد Έریس

مفصل. مدل�های ،ͳکژمنش ،ͳکژگزین اتومبیل، بیمه نامتقارن، اطلاعات کلیدی: های واژه

مقدمه ١

و کنش توصیف در تأثیرگذار نظری مفاهیم مهمترین از ͳ΋ی به متقارن٢ نا اطلاعات (١٩٧٠) کرلوف آ از پس
چون است، پیچیده مسأله�ای متقارن نا اطلاعات شفاف به�طور است. شده تبدیل بازار نیروهای مجموعه واکنش
مدی کارآ نا سبب تواند ͳم که کند ͳم فراهم را معاملات در ͳویΎدروغ و تقلب فرصت اقتصادی بنΎاه�های برای
بیمه�گذار بین ͳاطلاع ش΋اف Έی که ͳزمان متقارن نا اطلاعات بیمه بازارهای در شود. آن سقوط ͳحت یا بازار
داشته بیمه�گذار Έریس عوامل باره در کمتری اطلاع بیمه�گر که به�طوری دهد ͳم رخ باشد داشته وجود بیمه�گر و
٣ͳکژگزین مانند Έاستراژتی رفتارهای برای را ͳفرصت�های ͳواقع Έریس به ͳدستیاب در تقارن عدم نتیجه در باشد.
در نامتقارن اطلاعات وجود تایید در ͳتجرب به�صورت هزینه�برداری و زیاد تلاش�های م�ͳکند. فراهم ۴ͳکژمنش و
درتعداد نامتقارن اطلاعات وجود دهنده نشان شده انجام مطالعات اگرچه است. شده انجام مختلف بیمه بازارهای
اطلاعات وجود توان ͳنم موجود شواهد با اما است، عمر بیمه و ͳدرمان خدمات بیمه مانند بیمه بازارهای از زیادی

١email: ssafari.hadi@gmail.com
٢ Information Asymmetric
٣Selection Adverse
۴Hazard Moral
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وجود بر ͳمبن شواهدی تحقیقات از ͳوسیع طیف گذشته در کرد. نتیجه�گیری اتومبیل بیمه بازار در را نامتقارن
عدم باور مطالعات این ندادند. نشان را ژاپن و کانادا فرانسه، در جمله از اتومبیل بیمه بازار در نامتقارن اطلاعات
شده کشیده چالش به باور این اخیراً هرچند م�ͳکردند. تقویت را اتومبیل بیمه بازار در نامتقارن اطلاعات وجود
یافت. اسرائیل اتومبیل بیمه بازار در نامتقارن اطلاعات وجود در شواهدی (٢٠٠۵) کوهن مثال عنوان به است.
که حیث این از است، فرد به منحصر اسرائیل بازار زیرا پذیرفت عام به�صورت توان ͳنم را یافته این حقیقت در
Έریس در تأثیرگذار عوامل درباره خود اطلاعات بیمه شرکت�های تا است اطلاعات اشتراک سیستم فاقد بازار این
می΋ود ،ͳدیان بΎذارند. اشتراک به را وسی΄�تر کاربردهای با کژرفتاری مشاهده برای ͳفن پیشنهادات سایر و بیمه�نامه
رانندگان کژرفتاری بر ͳمبن ͳم΋مح دلایل و کردند تحلیل را فرانسه ٣-ساله ͳواقع داده�های ( ده�چور(٢٠١٠ و
همچنین و (٢٠٠٧) یه و لیو ،ͳل مشابه روش Έی با یافتند. را ͳرانندگ سابقه سال ۵-١۵ با رانندگان بخصوص
کردند گزارش تایوان در مالیات افزایش قانون وض΄ هنΎام را رانندگان کژرفتاری (٢٠٠٨) Ίژن و Ίچان ،Ίوان

.(٢٠٠٩ هم΋اران، و (کیم
اغلب شد، ارائه ͳخدمات یا فروخته ͳمحصول ͳوقت ترتیب هر به دارد. وجود بازارها همه در نامتقارن اطلاعات
نیاز تا بپردازد است حاضر خریدار که ͳمبلغ حداکثر جمله از ندارد، خریدار ترجیحات مورد در ͳگاه آ فروشنده
ندارد. فروشنده ͳنهای هزینه یا تولید فن�آوری درباره ͳگاه آ عموما نیز خریدار مشابه طور به سازد. برطرف را خود
ͳخاص منفعت فروشنده ،۵ ͳرقابت محیط در ͳبه�طور�کل است. ب�ͳتأثیر تقارن عدم این اوقات اغلب وجود این با
کند. لحاظ را ͳرقابت قیمت باید وی زیرا نم�ͳبرد، بپردازد است حاضر خریدار که ͳمبلغ مورد در ͳجزئ ͳگاه آ Έازی
وی که ͳاطلاعات همه زیرا ندارد، محصول تولید در رفته کار به فن�آوری درباره ͳگاه آ داشتن به نیازی نیز خریدار
است. اهمیت کم هم و پراهمیت هم نامتقارن اطلاعات عموما رو این از است. نهفته محصول قیمت در دارد نیاز
ͳخصوص طرفین، دسترس از پنهان اطلاعات که است این شود ͳم مشاهده بالا مثال�های در که ͳمهم ͳویژگ Έی
از ما که )ͳخصوص اطلاعات قالب در رقابت که کرد ثابت ضعیف پیش�فرض�های تحت (١٩٩۶) فاگارت است.
به کاراست. اغلب که کند ͳم هدایت ͳتعادل سمت به را ما کنیم) ͳم یاد نامربوط” متقارن نا ”اطلاعات نام با آن
گاه آ آن از فروشنده فقط که دارد ͳΎبست ماشین کیفیت به خریدار ͳپرداخت ͳاسقاط ماشین�های بازار در مثال عنوان
و (چیاپوری دارد ͳΎبست م�ͳخرد وی از را بیمه�نامه که بیمه�گذاری Έریس به بیمه�گر Έی سود مشابه به�طور است.

.(٢٠٠۶ هم΋اران،

ͳتجرب و نظری پیشینه در سیری ٢

یا رخداد و قرارداد Έی انتخاب بین ͳΎهمبست کردن آزمون نامتقارن اطلاعات مطالعه برای معمول راه�کار Έی
ͳکسان به ”Έریس پر افراد” ،ͳکژمنش از حاصل ریس�Έهای تحت است. مشاهدات روی از تصادف Έی شدت

۵Environmentn Competetive
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Έی زیادی احتمال با هم و م�ͳکنند انتخاب بالا بیمه�ای پوشش با قراردادی هم زیادی احتمال با که م�ͳشود اطلاق
و مع΋وس رابطه آنها بین رابطه و است Έنزدی بسیار ͳکژگزین به ͳکژمنش پیدایش داستان داشت. خواهند تصادف
ͳوقت فرد Έی آنΎاه کنند. ͳم انتخاب را ͳمختلف قراردادهای ابتدا افراد ،ͳکژمنش مفهوم در است. ͳمعلول و علت
بیشتری تصادف و کند خود کار پیشه را کمتری احتیاط که م�ͳشود تشویق م�ͳشود مواجه بهتری بیمه�ای پوشش با
م�ͳبینیم مشاهدات روی بر کنترل با که اینست آن و م�ͳشود پدیدار الΎو Έی تنها مورد دو هر در داشت. خواهد
با تواند ͳم که است ͳخاصیت Έی این و باشد مرتبط بالاتر یافته تحقق Έریس با باید جام΄�تر بیمه�ای پوشش که

شود. آزمون ناپارامتری یا پارامتری مناسب روش�های از استفاده

روی (٢٠٠٠) هم΋اران و ͳدیان که است قوی ͳوخیل ساده ͳروش دارد. مزیت چند حاشیه�ای ͳΎهمبست روش
جامعه�اند معرف که تحقیق در استفاده مورد نمونه�ای داده�های روی م�ͳتواند روش این علاوه�براین، کرده�اند. کار آن
حدودی تا ͳکیفیت چنین به رسیدن که چند هر م�ͳآید، به�دست آسان داده�ها این نسبتا به�طوری�که شود واق΄ مفید
بیمه خریداران که دارد وجود بیمه بازار Έی در ͳزمان ͳکژگزین ٢٠٠٣ب). هم΋اران، و Ίابرین) است هزینه�بر
داشته کم را اطلاعات این م�ͳشوند، متعهد بیمه�نامه�ها برابر در که ͳبیمه�گران که دارند ریس΋شان با رابطه در ͳاطلاعات
استفاده نقصان این از بیمه�نامه خرید در نیز بیمه�گذار گیرند. ͳم عهده به را ناقص بیمه�نامه�های تعهد درنتیجه و
هر یا و حادثه وقوع هنΎام در زیان Έی اندازه توزی΄ یا و زیان Έی احتمال باره در است مم΋ن بیمه�گذار م�ͳکند.
دلیل چند به ما است، شده انجام ͳکژگزین روی به بیمه بازار از بیرون در ͳاساس کارهای اگرچه باشد. اطلاع با دو

داد. خواهیم قرار آن بیمه�ای مفهوم روی بر را خود تمرکز

نخستین از ͳبرخ برای ͳمحل بیمه، بازار و است شده مشاهده ای بیمه مفهوم در ابتدا ”ͳکژگزین” واژه نخست،
و روتشیلد و ١٩٧۴ ،ͳپائول ،١٩۶٣ (آرو، اند داده انجام آن روی نظری تحقیقات که است بوده اقتصاددانان
مفهوم ویبل دابلیو. یورگن پروفسور استیجلیتس، جوزف به نوبل جایزه اهدای مراسم در .(١٩٧۶ استیجلیتس،
شرکت�های که است این یافت توان ͳم بیمه در که عمده مثال Έی ” داشت تفسیری چنین و کرد ͳمعرف را ͳکژگزین
بیمه حق کمترین کردن سنΎین سبΈو با آنها تخفیف حداکثر که م�ͳکنند ارائه را ͳزینΎجای قراردادهای معمولا˦ بیمه
تقسیم�بندی متمایزی Έریس سطوح در مؤثر بصورت قرارداد، انتخاب با آنان، مشتری�های بدین�گونه م�ͳآید. بدست

م�ͳشوند.”

نتیجه در و م�ͳکنند فراهم ͳکژگزین نظریه ͳعمل آزمون برای ͳخوب نسبتا زمینه Έی بیمه بازارهای این΋ه دوم
دهد، رخ ͳکژگزین صورت�ͳکه در به�عبارت�دیΎر م�ͳپردازند. ͳبازارهای چنین در داده�ها کیفیت مطالعه به محققان
ͳرسیدگ و تحقیق غیرقابل و ͳتدریج معمولا ͳکیفیت چنین درباره دسترس در اطلاعات و قرارداد یΈطرف کیفیت
نظریه در تصادفات تعداد و پوشش نوع انتخاب بین شده ͳپیش�بین رابطه .(٢٠٠٩ سیجلمن، و (کوهن است

کرد: بخش�بندی حالت دو به م�ͳتوان را نامتقارن اطلاعات

ͳپيش�بين را تصادفات تعداد و پوشش نوع انتخاب بين مثبت رابطه يك كه ،ͳكژمنش و Ͷكژگزين نظریه�های .١
م�Ͷكنند.
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م�Ͷكنند. ͳپيش�بين فرد تصادفات تعداد و پوشش نوع انتخاب بين را ͳمنف يا صفر رابطه كه Ͷنظریه�هاي .٢
استيجليتس(١٩٨٨) و آرنوت ،(١٩٧۶) استيجليتس و روتشيلد مقالات به م�Ͷتوان به م�ͳتوان اول حالت برای
نظري چارچوب�هاي در و مختلف فرض�هاي ارايه با آنها تمام كه كرد اشاره (٢٠٠۶) هم΋اران و چياپوري و
کارهای از همچنین م�Ͷكنند. ΀تصري را تصادفات تعداد و پوشش نوع انتخاب بين مثبت رابطه وجود متفاوت،
حالت برای كرد. اشاره (٢٠٠١) كوهن و (١٩٩۴) اسنو و پوئلز مقالات به م�ͳتوان زمینه این در شده انجام
وب و دی�متزا مقاله�هاي از م�Ͷتوان م�Ͷكنند، Ͷپيش�بين بيمه پوشش و ريسك بين را Ͷمنف يا صفر ͶΎهمبست كه دوم
اين در شده انجام Ͷتجرب كارهاي از و برد نام (٢٠٠۴) كوفوپولوس و (٢٠٠١) هم΋اران و ژولين ،(٢٠٠١)

. كرد اشاره (٢٠٠۶) سايتو به توان Ͷم نيز، قالب

مفصل خصوصیاتمدل ٣

انجام (٢٠٠٠) ͳسالان و چیاپوری آنچه مشابه ͳاستدلال از خودرو بیمه بازار در نامتقارن اطلاعات وجود آزمون در
چنین م�ͳکنیم. پیروی تصادفات تعداد و پوشش نوع چند�جمله�ای اندازه�های توام توزی΄ مدل ͳبررس به�وسیله دادند
ͳمفصل روش م�ͳکند. هدایت کار این در مفصل۶ مدل�های ͳذات انعطاف�پذیری از بهره�برداری سمت به را ما چیزی
Έی از آن�ها که متفاوت مفهوم با البته است، (٢٠٠۶) ترای�ودی و زیمر کار از برگرفته شده استفاده اینجا در که
خدمات بیمه خرید یا ͳمدیریت تصمیمات و خانواده ͳدرمان خدمات بیمه برای تقاضا توام مدل برای متغیره سه مفصل
کاوش پیوسته داده�های برای را ͳΎوابست مدل�های ͳوسیع به�طور مفصل�ها این�که وجود با بودند. گرفته ب΋ار ͳدرمان

است. شده مشاهده نیز گسسته داده�های برای آن�ها کاربردهای م�ͳکنند،
داده�های اساس بر نیست. ی΋تا مفصل مدل اس΋لار قضیه اساس بر هستند، گسسته حاشیه�ای توزی΄�های چون
Έی به�وسیله معمولا˦ بیمه�نامه پوشش نوع انتخاب (٢٠٠٠) ͳسالان و چیاپوری کار در فرانسه خودرو بیمه بازار
ͳبخش چند اندازه Έی (٢٠٠٩) هم΋اران و کیم اظهارات اساس بر همین�طور است. شده توصیف ͳبخش دو اندازه
Έی این�جا در اساس همین بر م�ͳکند. فراهم بیمه�نامه خریدار Έی برای مفیدتری اطلاعات پوشش نوع انتخاب از
کمترین از خدمات ارائه در بودن جام΄ اساس بر است. شده گرفته قرار آزمون مورد و شده ͳبررس ͳبخش سه اندازه

است: شده طبقه�بندی زیر بصورت بیشترین به
ثالث شخص بیمه ١.فقط

سرقت و آتش�سوزی ثالث، شخص ٢.بیمه
جام΄ ٣.بیمه

مقصر بیمه�گذار تصادف Έی پیشامد در که را بیمه�ای پوشش آن ثالث” شخص بیمه ”فقط همان یا اول رده
ͳقضای حوزه�های از زیادی تعداد در قانون به�وسیله نیاز مورد پوشش تعهد کمترین این و م�ͳکند ارایه م�ͳشود شناخته

۶Copula
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،پوشش فوق پوشش بر علاوه سرقت” و آتش�سوزی ثالث شخص ”بیمه همان یا دوم رده م�ͳباشد. اتومبیل بیمه برای
پوشش جام΄” بیبمه�ای ”پوشش ͳیعن سوم م�ͳکند.بالاخره،رده فراهم نیز را سرقت و آتش�سوزی مقابل در بیمه�ای
ͳپشتیبان و حمایت مورد را یΈتصادف در آسیب گونه هر به�طوری�که م�ͳکند فراهم را فوق پوشش�های از اضافه�تری

م�ͳدهد. قرار
ͳمختلف رده�های در متفاوت کسرپذیری�های سطوح اساس بر م�ͳتواند جام΄ بیمه�ای پوشش که است ذکر به لازم
را مدل کسرپذیری اساس بر پوشش�ها کردن تقسیم (٢٠٠٠) ͳسالان و چیاپوری کار اساس بر همچنین گیرد. قرار

کرد. خواهد مش΋ل و پیچیده بسیار
انتخاب نشان�دهنده�ی yi٢ و yi١ م�ͳکنیم:که شروع زیر فرض�های با ͳچندبخش مشاهده�های از اساسمجموعه�ای بر
نشان�دهنده�ی که ٣ یا ٢ ،١ مم΋ن مقادیر yi١ اینجا، در م�ͳباشد. iام بیمه�نامه�ی برای تصادفات تعداد و پوشش نوع
م�ͳگیرد. خود به را جام΄ پوشش و دزدی، و سوزی آتش ثالث شخص بیمه ثالث، شخص بیمه انتخاب به�ترتیب
y∗i٢ و y∗i١ با به�ترتیب که پنهان متغیرهای توسط که هستند شده�ای مشاهده متغیرهای yi٢ و yi١ که باشید داشته توجه

م�ͳشود. ͳارزیاب مقادیرشان م�ͳدهیم نشان را آنها
ͳذات Έریس ΀سط به�عنوان را y∗i٢ و م��ͳدهد ΀ترجی را آن بیمه�گذار که بیمه�ای پوشش عنوان به را y∗i١ م�ͳتوان
Έریس ΀سط و بهینه بیمه�نامه پوشش انتخاب Έی شد داده شرح ١ بخش در گرفت.همان�طورکه درنظر بیمه�نامه
صورت به آنها ͳبررس به نسبت بهتری اطلاعات هم با مورد دو این ͳبررس بنابراین م�ͳگردند. تعیین هم با تواما ͳذات

داد. خواهد قرار ما اختیار در جداگانه
شود: مفروض زیر مشخصه�های اساس بر م�ͳتواند پنهان متغیر دو هر برای ͳخط رابطه Έی

y∗i١ = x′β + νi + ϵi١ (١)

و

y∗i٢ = z′iγ + νi + ϵi٢ (٢)

ͳضمن Έریس و م�ͳدهد شرح را پوشش نوع انتخاب که ͳ΋کم متغیرهای بردارهای به�ترتیب را zi و xi جا این� در
ͳعموم جمله�ی شوند. برآورد باید که هستند ͳپارامترهای همان γ و β ضرایب بردارهای م�ͳکنیم. تعریف iام بیمه�نامه
Έریس درجه�ی و پوشش نوع انتخاب روی بر تواما م�ͳتواند که است iام بیمه�نامه مشاهده�نشده�ی کاراکترهای νi

νi از مستقل ϵi٢ و ϵi١ خطای جمله�های م�ͳشود. ͳمعرف فرایند دو این بین پیوند به�عنوان بنابراین و باشد تاثیرگذار
ساختار کردن مشخص به�وسیله�ی یا خطا و νi توزی΄�های کردن مشخص توسط م�ͳتوانست فوق مدل م�ͳشوند. فرض
مشاهده قابل متغیرهای برای را ͳمدل جایΎزین، راه�حل Έی به�عنوان شود. مدل�بندی پنهان متغیرهای کوواریانس
و yi١ توام احتمال جرم تاب΄ آنΎاه م�ͳکنیم. تعریف C(., .) به�صورت و انتخاب پارامتری مفصل Έی با yi٢ و yi١

کرد: بیان زیر به�صورت م�ͳتوان را yi٢

fi(yi١, yi٢) = P (Yi١ = yi١, Yi٢ = yi٢)
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= P (Yi١ ≤ yi١, Yi٢ ≤ yi٢)− P (Yi١ ≤ yi١ − ١, Yi٢ ≤ yi٢)

− P (Yi١ ≤ yi١, Yi٢ ≤ yi٢ − ١)− P (Yi١ ≤ yi١ − ١, Yi٢ ≤ yi٢ − ١)

= FYi١,Yi٢(yi١, yi٢)− FYi١,Yi٢(yi١ − ١, yi٢)− FYi١,Yi٢(yi١, yi٢ − ١) + FYi١,Yi٢(yi١ − ١, yi٢ − ١)

= C(Fi١(yi١), Fi٢(yi٢))− C(Fi١(yi١ − ١), Fi٢(yi٢))

− C(Fi١(yi١), Fi٢(yi٢ − ١)) + C(Fi١(yi١ − ١), Fi٢(yi٢ − ١)) (٣)

نیاز مدل ͳشناسای برای مفصل مدل پارامتری جنبه دلیل به هستند. yi٢ و yi١ ͳتجمع توزی΄ تواب΄ Fi٢ و Fi١ که
م�ͳشوند. گیری اندازه ͳترتیب مقیاس Έی با پوشش نوع انتخاب داریم. Fi٢ و Fi١ توزی΄ تواب΄ کردن مشخص به

م�ͳشود: استفاده y∗١ پنهان متغیر و yi١ ΁پاس متغیر بین رابطه�ی توصیف برای مرتب جمله�ای چند مدل بنابراین

yi١ =

 ١ if y∗i١ ≤ α١
٢ if α١ < y∗i١ ≤ α٢
٣ if y∗i١ > α٢

(۴)

م�ͳتوان را yi١ توزی΄ تاب΄ بنابراین م�ͳشوند. زده تخمین اختیاری به�صورت که هستند ͳنامعلوم حدود α٢ و α١ که
نمود: بیان زیر به�صورت

Fi١(yi١) = P (Yi١ ≤ yi١) =

 π(α١ − x′iβ) yi١ = ١
π(α٢ − x′iβ) yi١ = ٢

١ yi١ = ٣
(۵)

π(a) = Φ(a) با مرتب پروبیت مدل شامل که م�ͳشوند واق΄ مفید رگرسیون روش�های عددی ΁پاس Έی برای معمولا
π(a) = ١

١+e−a با مرتب لوجیت مدل و است استاندارد نرمال ͳتصادف متغیر Έی ͳتجمع توزی΄ تاب΄ Φ(.) ،که
ترجیحات اساس بر روش دو این بین انتخاب و کرده فراهم را سازگاری نتای; روش دو این معمولا م�ͳباشند.
م�ͳدهیم. قرار ͳبررس مورد برآوردمان در را مرتب لوجیت ͳرگرسیون مدل اهدافمان، برای م�ͳباشد. استفاده�کنندگان

م�ͳکنیم: استفاده را زیر مدل بنابراین،

Fi١ (yi١) = P (Yi١ ≤ yi١) =


١

١+exp(−(α١−x′
iβ))

, yi١ = ١
١

١+exp(−(α٢−x′
iβ))

, yi١ = ٢
١, yi١ = ٣

(۶)

جرم تاب΄ خاص�تر به�طور است. شده مشخص ͳمنف جمله�ای دو رگرسیون مدل Έی از استفاده با yi٢ تصادفات تعداد
است: شده مشخص زیر به�صورت آن احتمال

fi٢(yi٢) = P (Yi٢ = yi٢) =

(
ψ + yi٢ − ١
yi٢

)(
ψ

λi+ψ

)ψ(
١− ψ

λi+ψ

)yi٢
= Γ(yi٢ + ψ)Γ(ψ)Γ(yi٢ + ١)(ψλi + ψ)

ψ
(λiλi + ψ)

yi٢
(٧)

:ͳیعن

Yi٢ ∼ NB(ψ,
ψ

λi + ψ
)
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آن در که

E(Yi٢) = λi

V ar(Yi٢) = λi +
١
ψ
λ٢i

MYi٢(t) = (
ψ

ψ + λi(١− et)
)ψ

است: شده داده زیر به�صورت که شده استفاده آن ͳشرط میانΎین برای Ίل ربط تاب΄ Έی که

E(yi٢|zi) = λi = ωi exp(γz
′

i)

بیمه�نامه به�وسیله بیمه�گذار که ͳزمان طول مبنای بر ͳوزن پارامتر این م�ͳباشد. iام بیمه�نامه برای وزن پارامتر که ωi با
که ͳشرط واریانس در ψ پراکنش پارامتر م�ͳشود. تفسیر است، گرفته قرار پوشش تحت ͳبررس مورد سال برای

م�ͳشود: ظاهر زیر به�صورت
V ar(yi٢|zi) = λi +

λ٢i
/
ψ

داده�های با که مواردی در اغلب به�ویژه م�ͳکند، فراهم ادعایمان داده�های برازش برای بیشتری انعطاف�پذیری قابلیت
این در ͳمثال به�عنوان م�ͳسازد. ͳکم�پراکنش یا ͳبیش�پراکنش اصلاح به قادر را ما م�ͳشویم روبرو ادعاها ͳشمارش
تمام ذات�ͳاش ماهیت به�دلیل بخش این در مشخصشده مدل کنید. مراجعه (١٩٨۶) ترای�وی�دی و کامرون به زمینه
ͳدرستنمائ پایه- بر روشهای از استفاده با م�ͳتواند ͳآسان به بنابراین و نیست) ناپارامتری واق΄ است(در پارامتری
(١) در شده بیان توام احتمال تاب΄ لΎاریتم بستن جم΄ از استفاده با م�ͳتواند ͳدرستنمائ تاب΄ لΎاریتم شود. برآورد

به�صورت شده داده مشاهده قابل داده مجموعه بیمه�نامه�های تمام برای

(yi١, yi٢, xi, zi)

است: زیر به�صورت f(yi١, yi٢) ͳدرستنمائ تاب΄ آید. به�دست i بیمه�نامه هر برای
n∏
i=١

f(yi١, yi٢)

م�ͳگیریم: لΎاریتم f(yi١, yi٢) ͳدرستنمائ تاب΄ از حال

log
n∏
i=١

f(yi١, yi٢) =
n∑
i=١

logf(yi١, yi٢)

=
n∑
i=١

[logC(Fi١(yi١), Fi٢(yi٢))− logC(Fi١(yi١ − ١), Fi٢(yi٢))

− logC(Fi١(yi١), Fi٢(yi٢ − ١)) + logC(Fi١(yi١ − ١), Fi٢(yi٢ − ١))]

(٨)

(۵) عبارت با Fi٢(yi٢) =
∑
fi٢(yi٢) و م�ͳشود جایΎذاری (۴) عبارت با Fi١(yi١) ،ͳدرستنمائ تاب΄ لΎاریتم در

ͳمنف یا مثبت به�طور تصادفات ͳفراوان تعداد و پوشش نوع انتخاب که واقعیت این تطبیق برای م�ͳگردد. مشخص
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م�ͳدهیم: قرار استفاده مورد م�ͳدهد ما به را انعطاف�پذیری چنین که را Έفران مفصل هستند، ارتباط در هم با

C(u١, u٢; θ) = −١
θ
log[١+

(e−θu١ − ١)(e−θu٢ − ١)
e−θ − ١

] (٩)

بیان مستقیم ارتباط برای انعطاف�پذیری م�ͳباشد. ΁پاس دو بین ارتباط بیانΎر که بوده ͳΎوابست پارامتر همان θ که
ͳبه�سادگ م�ͳباشد. ͳ΋پزش آمار و ͳمال بیمه، کاربردهای در Έفران مفصل محبوبیت دلایل نخستین از بالا در شده
استقلال خاص حالت که م�ͳشود، تبدیل حاصل�ضرب مفصل به Έفران مفصل θ → ٠ وقت�ͳکه داد نشان م�ͳتوان
حالت این ع΋س م�ͳدهد؛ نشان را ΁پاس دو بین مثبت ارتباط Έی θ > ٠ درحالت�ͳکه بااین�وجود م�ͳدهد. نشان را
(به�طور داده�هایمان از ما که را ͳارتباط نوع که م�ͳدهد اجازه ما به ارتباطات این . θ < ٠ که م�ͳدهد رخ ͳزمان
در م�ͳتوانید را (۶) در Έفران مفصل خانواده از بیشتری آماری خاصیت�های بفهمیم. را م�ͳآوریم به�دست (ͳتجرب
ͳخیل مقاله این به مفصل�ها از خانواده این درباره بیشتر درک برای را خواننده کنید. پ�ͳگیری (١٩٨٧) گنست

م�ͳدهیم. ارجاع جذاب

کشورهایجهان با ایران غیرعمر و عمر بیمه�های مقایسه ۴

بالای خطای ماشین�ها، ͳنقصفن استاندارد، جاده�های کمبود چون ͳمختلف دلایل به تصادفات آمار که ͳکشورهای در
فرصت که ͳعموم رشته�های به بیمه شرکت�های داشتمان از ͳقابل�توجه بخش بالاست، قبیل این از ͳعوامل و ͳانسان
حوادث بیمه چون بیمه�ای رشته�های م�ͳیابد. اختصاص م�ͳکند، فراهم بیمه�گذار برای را زیادی ͳویΎدروغ و تقلب
قرار (ͳغیرزندگ) ͳعموم بیمه�های گروه در قبیل این از ͳبیمه�نامه�های و ثالث شخص بیمه اتومبیل، بدنه بیمه راننده،
هستند، مش΋ل دچار بیمه�ای سیستم ساختار لحاظ از که توسعه حال در کشورهای در بیشتر ͳاتفاق چنین م�ͳگیرند.
مختلف رشته�های برای تقاضا و جهان سرتاسر در بیمه شرکت�های بیمه�ای محصولات داشتمان ͳبررس با م�ͳافتد.
(١ ١٣٨٧(پیوست سال در ایران مرکزی بیمه آمار براساس .(۴ (ش΋ل م�ͳرسیم ͳتوجه جالب نتای; به بیمه�ای
صادره بیمه�نامه�های داشتمان از اتومبیل بدنه و راننده حوادث مازاد، و ثالث شخص مانند ͳعموم بیمه�های سهم
از ͳعموم بیمه�نامه�های همین سهم که است ͳحال در این و است بوده درصد ۶٢.۶٧ حدود کشور بیمه شرکت�های
در همین�طور م�ͳباشد. سال این در درصد ٧٠ حدود کشور بیمه شرکت�های داشتمان برای شده واق΄ خسارت�های
حدود کشور بیمه شرکت�های صادره بیمه�نامه�های داشتمان از ͳعموم بیمه�نامه�های سهم (٢ (پیوست ١٣٨٨ سال
(٣ (پیوست ١٣٨٩ سال در است. بوده سال این در درصد ۶٧ حدود واق΄�شده خسارت�های از و درصد ۶٠.٠۴
در این و بوده درصد ۵٢.٩۵ حدود کشور بیمه شرکت�های صادره بیمه�نامه�های داشتمان از ͳعموم بیمه�های سهم
حدود کشور بیمه شرکت�های داشتمان برای شده واق΄ خسارت�های از ͳعموم بیمه�نامه�های همین سهم که است ͳحال

م�ͳباشد. سال این در درصد ۶٠
عوامل از ͳ΋ی و بیمه شرکت�های برای سودآور رشته�های از که عمر بیمه چون ͳاجتماع بیمه�های سهم صورت�ͳکه در
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٢٠١٠ تا ٢٠٠١ جهان و ایران در تولیدی های بیمه حق کل از ͳزندگ غیر بیمه حق سهم :١ ش΋ل

کشور بیمه شرکتهای داشتمان از است اقتصادی فعالیت�های در بیمه شرکت�های ͳپویای ونشانه کشور هر در رفاه
درصد ٧.٩٢ حدود ١٣٨٩ سال در و درصد ۶.٩ حدود ١٣٨٨ سال در درصد، ناچیز٢٢.۵ رقم ١٣٨٧ سال در
٨٠ حدود انΎلیس مانند توسعه�یافته کشورهای در و درصد ۵٩ حدود متوسط طور به دنیا در رقم این که م�ͳباشد

م�ͳباشد. درصد
است، محتمل امری نامتقارن اطلاعات وجود ͳپیش�بین که اسرائیل و ایران بیمه بازار مانند ͳبازارهای در تفاسیر این با
فقط آنها ͳΎوابست پارامتر که گالامبوس و جو گامبل، کلایتون، مانند ͳمفصل�های از م�ͳتوان Έفران مفصل بر علاوه
کرد. استفاده نیز باشد، بیمه�گذار تصادفات تعداد و پوشش نوع انتخاب بین مثبت رابطه کننده توجیه م�ͳتواند
همان�طوری�که است. اعمال قابل مفصل مدل�های برای هم و حاشیه�ای توزی΄�های برای هم برازش ͳوی΋نی آزمون�های
پارامتر آماری آزمون چون م�ͳکند. تبیین ما برای را ͳمنف و مثبت ارتباطهای Έفران مفصل مدل شد ذکر قبل بخش در
ما به را برازش ͳوی΋نی آزمون ͳمزیت چنین م�ͳکند، دوری م�ͳشویم روبرو آن با مرز روی فرض در که ͳمسائل از وابسته
Έفران مفصل مدل برازش کیفیت آزمون برای را ͳدرستنمای نسبت آزمون Έی م�ͳتوان براین علاوه م�ͳکند. پیشنهاد
نوع بین رابطه درباره پیشین اطلاعات است. قوی و نیرومند آزمون Έی مفصل، مدل به�وسیله آزمون کرد. اعمال
خسارت�ها تعداد و پوشش نوع انتخاب بین را ͳمنف رابطه Έی هم و مثبت رابطه Έی هم رخدادها تعداد و پوشش
چنین اجازه که Έفران مفصل از گاه ناخودآ مدل برازش برای ،ͳپیشین اطلاعات چنین به�خاطر م�ͳکند. پیشنهاد
،ͳدرستنمای تاب΄ ͳارزیاب در نیاز مورد ͳغیرخط ͳبهینه�یاب به�دلیل م�ͳکنیم. استفاده م�ͳدهد، ما به را انعطاف�پذیری
مدل منظور به�این هستیم. مفصل مشخصه�های سایر کردن آزمون به�وسیله نیرومند آزمون نتای; برآورد به علاقمند
و کلایتون مفصل گامبل، مفصل ͳیعن متداول، ͳارشمیدس نوع از مفصل�های از دیΎر تا سه تحت را Έفران مفصل

م�ͳکنیم: مدل�بندی دوباره زیر ویژگ�ͳهای با جو مفصل

C(u١, u٢, θ) = exp[−((− log u١)
θ + (− log u٢)

θ)
١
θ , θ ≥ ١ (١٠)
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C(u١, u٢, θ) = (u−θ١ + u−θ٢ − ١)
١
θ , θ > ٠ (١١)

C(u١, u٢) = ١− [(١− u١)
θ + (١− u٢)

θ − (١− u١)
θ(١− u٢)

θ]
١
θ , θ ≥ ١ (١٢)

پارامتر نمایانΎر θ که هستند جو و کلایتون گامبل، مفصل�های تاب΄ به�ترتیب (١٢) و (١١) ، (١٠) فرمول�های که
رابطه نم�ͳتوانند جو و کلایتون گامبل، مفصل�های که باشید داشته توجه م�ͳباشد. مفصل نوع سه هر در وابسته
برای مفصل نوع سه این باشد داشته وجود بازار در به�شدت نامتقارن اطلاعات که مواردی در دهند. تطبیق را ͳمنف
مفصل در و θ = ١ جو مفصل و گامبل مفصل در اگر م�ͳشوند. شرایط واجد مم΋ن نیرومند آزمون�های کردن آزمون

گرفت. خواهیم نتیجه را استقلال ͳآسان به دهیم قرار θ = ٠ کلایتون
تعداد و پوشش نوع انتخاب بین ارتباط مشاهده برای کارمان در م�ͳتوانیم که ͳارشمیدس غیر مفصل�های انواع از
م�ͳباشد: زیر به�صورت آن ساختار که است بیضوی مفصل�های انواع از که بوده نرمال مفصل کنیم، استفاده تصادفات

C(u١, u٢) =

∫ Φ−١(u١)

−∞

∫ Φ−١(u٢)

−∞

١
٢π

√
١− ρ٢

exp

{
−x

٢ − ٢ρxy + y٢

١)٢− ρ٢)

}
dydx (١٣)

مفصل داشت. خواهیم را استقلال شرط آنΎاه باشد صفر P ͳΎهمبست ماتریس ضرایب همه اگر که داشت توجه باید
را زیر پارامتری Έت ساختار که بوده گالامبوس مفصل دهد نشان را ارتباط این م�ͳتواند که دیΎری ͳارشمیدس غیر

داراست:

C(u١, u٢, θ) = u١u٢ exp{[(− lnu١)
−θ + (− lnu٢)

−θ]−
١
θ }, θ > ٠ (١۴)

نتیجه�گیری ۵

مختلف بازارهای در نامتقارن اطلاعات وجود آزمون برای نظری مفید روشهای ارائه بر ͳسع ͳمقدمات به�طور مقاله این
نوع انتخاب توام کردن آزمون برای را دومتغیره ͳرگرسیون یΈروشمفصل ما است. داشته خودرو بیمه بازار به�ویژه و
بیمه�گذار پوشش انتخاب نامتقارن، اطلاعات وجود کردن آزمون برای کردیم. ارائه بیمه�گذار Έریس ΀سط و پوشش
فرد ͳقبل Έریس اندازه به�وسیله تقریبا نیز فرد Έریس درجه و شده اندازه�گیری ͳشمارش طبقه�بندی متغیر Έی توسط
موجود روش�های است. گرفته قرار ͳارزیاب مورد کرده خسارت ادعای سال Έی طول در فرد که ͳدفعات تعداد ͳیعن
برده به�کار مدل�های به�خاطر زیادی انتقاد مورد و دارند گسسته متغیر دو کردن مدل برای زیادی ی΋سان مش΋لات
بالایش انعطاف�پذیری به�خاطر ما شده ارائه مفصل مدل�های گرفته�اند. قرار اطلاعات تقارن عدم آزمون برای شده
΀سط و پوشش نوع انتخاب بین ͳغیرخط هم و ͳخط رابطه هم حال عین در و داده پوشش را ͳقبل مدل�های نقصان
آزمون برای م�ͳرفت. دست از اطلاعات تقارن مقاله�های در چیزی چنین که است داده نشان را بیمه�گذار Έریس
که آنچه کرد. استفاده بزرگ بیمه شرکت Έی از ی�Έساله ͳمقطع ͳتجرب مشاهده Έی از م�ͳتوان مفصل مدل کردن
تحلیل همین�طور و بوده نامتقارن اطلاعات آزمون برای مفصل ساختار نوع�آوری گرفته، قرار توجه مورد مقاله این در
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بیمه�گذار و بیمه�گر سود روی بر اطلاعات تقارن عدم این ͳاحتمال تاثیرات و ͳاطلاعات ساختار لحاظ از بیمه بازار
است. بوده

مراج΄

[1] Abbring, J.H., Chiappori, P.A. and Pinquet, J. (2003), Moral hazard and dynamic insurance data,

European Economic Association, 1, 767-–820.

[2] Abbring, J.H., Heckman, J.J., Chiappori, P.A. and Pinquet, J. (2003), Adverse selection and moraln

hazard in insurance: can dynamic data help to distinguish?, European Economic Association, 1,

512-–521.

[3] Akerlof, G.A. (1970), The market for ‘lemons’: quality uncertainty and the market mechanism,

Quarterly Journal of Economics, 84, 488-–500.

[4] Chiappori, P.A., and Salani´e, B. (2000), Testing for asymmetric information in insurance market,

Political Economy, 108, 56-–78.

[5] Chiappori, P.A., Jullien, B., Salani´e, B. and Salani´e, F. (2006), Asymmetric information in

insurance: general testable implications, RAND Journal of Economics, 37, 783-–798.

[6] Cohen, A. (2005), Asymmetric information and learning: evidence from the automobile insurance

market, Review of Economics and Statistics, 87, 197-–207.

[7] Cohen, A. and Siegelman, P. (2010), Testing for adverse selection in insurance markets, Risk and

Insurance, 77, 39-–84.

[8] De Meza, D. and Webb, D.C. (2001), Advantageous selection in insurance markets, RAND Journal

of Economics, 32, 249–-262.

[9] Dionne, G., Michaud, P.C. and Dahchour, D. (2010), Separating moral hazard from adverse selec-

tion and learning in automobile insurance: Longitudinal evidence from France, Working Paper.

[10] Frees, E.W., Shi, P. and Valdez, E.A. (2009), Actuarial applications of a hierarchical claims model,

ASTIN Bulletin, 39, 165-–197.



ها ͳΎوابست انواع و مفصل نظریه ͳآموزش کارگاه دومین ۶٠

١ پیوست :٢ ش΋ل

[11] Klugman, S.A., Panjer, H.H. and Willmot, G.E. (2008), Loss Models From Data To Decision, Willy

series in probability and statistics, Willy.

[12] Nelsen, R.B. (1998), An introduction to copula, Portland, Oregon.

[13] Shi, P. and Valdez, E.A. (2011), A copula approach to test asymmetric information with applica-

tions to predictive modeling, Insurance: Mathematics and Economics.49, 226-–239.



۶١ ه. سری، کته صفری و ح. ͳهمدان داریوش

٢ پیوست :٣ ش΋ل



ها ͳΎوابست انواع و مفصل نظریه ͳآموزش کارگاه دومین ۶٢

٣ پیوست :۴ ش΋ل


