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پیشΎفتار

مراکز ها، دانشΎاه ͳمیل΋ت تحصیلات دانشجویان ͳعلم ΀سط ارتقای و ͳعلم هیأت اعضای نظر تبادل منظور به
ماه بهمن ٩ و ٨ روزهای ͳآموزش كارگاه دومین آن، كاربردهای و اطلاعات نظریه کاربران و کشور ͳعال آموزش
آمار های گروه هم΋اری با و مشهد ͳفردوس دانشΎاه ͳفضای و ͳترتیب های داده ͳعلم قطب توسط ١٣٩٣ سال
علوم دانش΋ده محل در ایران آمار انجمن و رازی تهران، مدرس، تربیت اصفهان، مشهد، ͳفردوس های دانشΎاه
،ͳعلم هیأت اعضای از نفر ۶٠ از بیش روزه دو كارگاه این در گردید. برگزار مشهد، ͳفردوس دانشΎاه ͳریاض
شركت ͳعلم مراكز و ها دانشΎاه از اطلاعات نظریه با مرتبط مباحث كاربران و ͳمیل΋ت تحصیلات دانشجویان
را مقاله سه و بيست ارائه و نموده ͳدریافت مقالات ͳبررس به اقدام ͳعلم كمیته كارگاه، فراخوان از پس نمودند.

داد. قرار موافقت مورد
ͳفردوس دانشΎاه ͳفضای و ͳترتیب های داده ͳعلم قطب ͳاطلاعات پایΎاه در کارگاه این ͳعموم های ͳسخنران خلاصه
پانزده و ͳفارس ی مقاله هفت تعداد کامل متن است. ͳدسترس قابل http://osdce.um.ac.ir ͳنشان به مشهد
بخش دو شامل که است شده تدوین مقالات مجموعه در ͳعلم کمیته تأیید از پس شده پذیرفته ͳلیسΎان ی مقاله

م�ͳباشد. ͳفارس مقالات و ͳلیسΎان مقالات
ͳآموزش کارگاه دومین در شده ارائه ͳلیسΎان و ͳفارس پوسترهای و ͳسخنران مقالات شامل مجموعه این
مسئولصحت پوستر یا ͳسخنران دهنده ارائه استکه ͳبدیه است. كاربردهایآن هایاطلاعاتو اندازه
ͳفضای و ͳترتیب های داده ͳقطبعلم استو بوده خود مقاله ͳادب-ͳویرایشعلم و آنها اصالت مطالب،

اینخصوصندارد. در ͳمسئولیت
دانشΎاه آمار گروه ͳپشتیبان مرهون ،ͳاجرای و ͳعلم های کمیته ناپذیر ͳΎخست تلاش بر علاوه کارگاه این برگزاری
ͳعلم قطب ͳقدران و سپاس مراتب وسیله بدین است. بوده ͳرياض علوم دانش΋ده محترم مسئولین و مشهد ͳفردوس

نماییم. ͳم ابراز را مشهد ͳفردوس دانشΎاه آمار گروه و ͳفضای و ͳترتیب های داده

ͳاله توفیق آرزوی با
ͳفضای و ͳترتیب های داده ͳعلم قطب
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کارگاه: دبیر
مشهد ͳفردوس دانشΎاه برزادران، ͳمحتشم غلامرضا دکتر

الفبا): ترتیبحروف (به ͳعلم کمیته اعضای

اصفهان دانشΎاه اسدی، مجید دكتر •

رازی دانشΎاه خالدی، بهاءالدین دكتر •

مشهد ͳفردوس دانشΎاه ،ͳهدتن عابد قوشه دكتر •

ایتالیا ،ͳناپل دانشΎاه باردی، Ίلن ماریا دكتر •

مشهد ͳفردوس دانشΎاه برزادران، ͳمحتشم دكترغلامرضا •

الفبا): ترتیبحروف (به ͳاجرای کمیته اعضای

مشهد ͳفردوس دانشΎاه احمدی، جعفر دكتر •

مشهد ͳفردوس دانشΎاه ،ͳنوقاب جباری هادی دکتر •

مشهد ͳفردوس دانشΎاه فشندی، معصومه دکتر •

مشهد ͳفردوس دانشΎاه عمادی، مهدی دکتر •

الفبا): ترتیبحروف (به ͳدانشجوی کمیته اعضای

مشهد ͳفردوس دانشΎاه پاکدامن، زهره •

مشهد ͳفردوس دانشΎاه ،ͳصفائ فاطمه •

مشهد ͳفردوس دانشΎاه برزادران، ͳمحتشم ͳحسینعل •

محورها:

اطلاعات نظریه در ͳاساس معیارهای •

اطلاعات های اندازه برمبنای آماری استنباط •

احتمال نظریه و اطلاعات های اندازه •

اعتماد قابلیت و اطلاعات های اندازه •

علوم و ͳمهندس در اطلاعات های اندازه كاربرد •
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چ΋یده

هستند. ͳ΋هیدرولی های سازه از برداری بهره و ساز و ساخت ریزی، برنامه برای ͳاصل عناصر ͳبارندگ های داده

از کند. فراهم ͳدرست به را آبریز حوضه Έی در ͳبارندگ اطلاعات می‐تواند خوب ͳطراح با ͳبارندگ شب΋ه Έی

تعداد لحاظ به و شده ایجاد زمان مرور به خوزستان استان آبریز حوزۀ در موجود ͳسنج باران های ایستΎاه که آنجا

موجود شب΋ه است لازم بهینه ͳتحلیل نتای; آوردن فراهم برای کنند، ͳنم پیروی ͳمشخص الΎوی از موقعیت و

شب΋ه اصلاح برای مقاله این در گردد. ارائه آن برای بهینه ͳفضای گیری نمونه طرح Έی و گرفته قرار ͳارزیاب مورد

میزان بر ͳمبتن ͳروش مناسب، موقعیتهای و تعداد حداقل با بهینه ͳطرح آوردن دست به و ͳسنج باران های ایستΎاه

توان ͳم موجود شب΋ه ͳارزیاب ضمن که شود، ͳم ارائه ͳآنتروپ اساس بر باران بارش ͳفضای های ͳویΎپیش حتمیت

را ͳسنج باران شب΋ه و ارائه مناسب های ایستΎاه ایجاد و غیرضرور های ایستΎاه حذف و ͳشناسای برای ͳحل راه

نمود. بهینه

خوزستان. استان گیری، نمونه طرح ،ͳفضای ͳویΎپیش سازی، بهینه ،ͳآنتروپ کلماتکلیدی:

١Email: mohsen_m@modares.ac.ir
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مقدمه:

چرخه تحلیل ،ͳآب سازه�های راه�اندازی و ساخت برنامه�ریزی، برای ͳمهم بسیار اطلاعات ͳبارندگ داده�های
قطعیت عدم ͳارزیاب بارشو انحراف مطالعه هوا، و تغییرآب مطالعۀ آب، مناب΄ مدیریت و توسعه ،ͳ΋هیدرولوژی
ͳطولان دوره Έطیی آبریز حوضه Έی در ͳبارندگ ازداده�های جام΄ مجموعه�ای اگر م�ͳسازند. فراهم ͳمحیط زیست
موفقیت و حتمیت با منطقه در آب مناب΄ مدیریت برای کامل طرح Έی اجرای و ایجاد ام΋ان شود جم΄�آوری مدت
بر اقتصادی، و کارآمد ͳ΋هیدرولی ساختارهای ͳطراح بارش، شب΋ه Έازی هدف این�رو، از م�ͳیابد. افزایش بالا
الΎوهای ،ͳتوپوگراف به توجه با بارش ͳزمان و ͳان΋م توزی΄ چون، .(١٩۶۶ (هاکت، است بارش داده�های اساس
اگر ͳحت است. برانΎیز چالش معمولا˦ بهینه ͳباران�سنج ایستΎاه�های شب΋ه ͳطراح است. ناهموار اثراتزمان، و باران
(کمپبل، م���ͳشود ٠٫ ۵ از کمتر بارش ͳزمان دنباله�های ͳΎهمبست ضریب باشند هم به Έنزدی ͳباران�سنج ایستΎاه دو
شب΋ه بهینه�سازی برای بنابراین م�ͳسازد. پیچیده�تر را ͳبارندگ شب΋ه�های تعدیل و ͳطراح موضوع این .(١٩٨٣
ایستΎاه�های موقعیت تعیین زمینه در ͳقبل مطالعات اغلب است. ͳزمان و ͳفضای معیار و برآوردند به نیاز ͳبارندگ
ͳطراح حال، این با بوده�اند. متمرکز آبریز حوزۀ در آنها کامل پوشش حت�ͳالام΋ان و توزی΄ نحوۀ اساس بر ͳباران�سنج
ویژگ�ͳهای براساس دقیق مطالعه�های نیازمند ͳباران�سنج بهینۀایستΎاه�های موقعیت تعیین و تعداد حداقل برحسب
با ،ͳباران�سنج ایستΎاه�های است. مختلف ایستΎاه�های در باران بارش میزان ͳفضای ͳΎهمبست ساختار و منطقه
داده�های کیفیت م�ͳکنند، فراهم را بارش داده�های ،ͳعمل کاربردی برنامه�های و فناورانه نیازهای بر ͳمبتن طرح�های
با ͳبارندگ یΈشب΋ه دارند. قرار ͳباران�سنج ایستΎاه�های تنظیم و جای�گذاری تاثیر تحت ͳتوجه قابل طور به بارش
ͳش΋زه منطقه ویژگ�ͳهای کننده منع΋س نیز آن دقت و م�ͳکند فراهم را ͳاطمینان قابل بارش داده�های خوب ͳطراح
آبریز، مشخصاتحوضه بارش، الΎوی ،ͳتوپوگراف جمله از مختلف عوامل به ،ͳبارندگ یΈشب΋ه ͳطراح است. شده
نظر در ͳجمع صورت به نه و جداگانه صورت به حوضه هر باید دلیل همین به دارد ͳΎبست بودجه و کار ،Έترافی
دادن قرار و ͳطراح برای دقیق و فوری صورت به را بارش داده�های م�ͳتواند معتبر ͳبارندگ شب΋ه Έی شود. گرفته
Έی در نیاز مورد ͳباران�سنج ایستΎاه�های تعداد نماید. فراهم سیل از پیشΎیری ͳش΋زه مانند ͳ΋هیدرولی سازه�های
تراکم (١٩۶٠) لانΎبین پیشنهاد با باشد. حوضه�ها دیΎر از متفاوت ͳتوجه قابل طور به است مم΋ن آبریز حوضه
هی�Ϳگونه بدون ایستΎاه�ها آن در که م�ͳشد، تعیین منطقه جمعیت به توجه با مستقیم طور به ͳباران�سنج ایستΎاه�های
ͳجهان سازمان م�ͳشدند. ساخته منطقه هر به شده داده اختصاص بودجه و جمعیت تراکم به توجه با تنها استانداردی،
شرح به ͳهواشناس و ͳتوپوگراف مختلف شرایط تحت را ͳبارندگ شب΋ه�های تراکم حداقل ١٩٧٠ سال در ͳهواشناس

است: کرده تعیین زیر

کیلومتر ٩٠٠ تا ۶٠٠ هر ازای به مدیترانه�ای و گرمسیری هوای و آب و متوسط​​ شدت با ΀مسط مناطق در .١
ایستΎاه. Έی مرب΄

کیلومتر ١٠٠٠ تا ٢۵٠ هر ازای به مدیترانه�ای و گرمسیری هوای و آب و متوسط​​ شدت با ͳکوهستان مناطق در .٢



٣ س. مرید، و الف. محمدی، م.، محمدزاده، ح.، بخت، بیدار

ایستΎاه. Έی مرب΄

ایستΎاه. Έی مرب΄ کیلومتر ٢۵ هر ازای به نامنظم بارش با ͳکوهستان جزایر در .٣

ایستΎاه. Έی مرب΄ کیلومتر ١۵٠٠ تا ١٠ هر ازای به ͳقطب مناطق در .۴

روش�های ،(١٩٧۴ استاین، کارآمد(داک اقتصادی روش�های شامل ͳبارندگ شب΋ه ͳبررس در استفاده مورد فنون
تحلیل ،(٢٠٠٣ هم΋اران، و (مارکوس دوم توان�های کمترین روش�های ،(١٩٩١ گلتر، و (بورن دسته�بندی
هم΋اران، چنΊو ١٩٨١؛ هم΋اران، و (هوگز کریΎیدن (١٩٧۴ میجیا، رودریΎرز-روبو ١٩٨٢؛ ،ͳواریانس(ش
آزکل ١٩٩٨؛ حسین، و ͳالزهران ١٩٩٢؛ ،Έسین کرستاناویΈو ١٩٨١؛ (هارمونچیΎل، ͳآنتروپ اطلاع ،( ٢٠٠٨
خاص، طور به است. بوده (٢٠٠٨ هم΋اران، و (چن ͳآنتروپ اطلاع و کریΎیدن ترکیب و (٢٠٠٠ هم΋اران، و
عدم ͳارزیاب و ͳبارندگ داده�های مجموعه شب΋ه ͳطراح برای ١٩٧٠ سال از گسترده�ای طور به ͳآنتروپ اطلاع روی΋رد
شب΋ه�های ͳطراح ملاک�های ͳهواشناس ͳجهان سازمان گزارشات اساس بر است. گرفته قرار استفاده مورد قطعیت
که موجود ͳباران�سنج ایستΎاه�های شب΋ه دارند. تاکید ایستΎاه�ها توسط منطقه پوشش ΀سط بر بیشتر ،ͳباران�سنج
است لازم بنابراین نیستند. برخوردار ͳویژگ این از دارند قرار بهره�برداری مورد و شده احداث نیرو وزارت توسط
مقاله این هدف شود. بهینه موقعیت و تعداد لحاظ به و گرفته قرار ͳارزیاب مورد ͳملاک�های اساس بر موجود شب΋ه
در ͳبارندگ میزان ͳفضای ͳپیش�گوی طوری�که به است خوزستان استان ͳباران�سنج ایستΎاه�های شب΋ه بهینه�سازی
برای باشند. برخوردار ͳپیش�گوی ͳآنتروپ بر ͳمبتن ͳقبول قابل حتمیت از کریΎیدن براساس حوزه نقاط از Έی هر
م�ͳشوند. تعیین هستند، ͳباران�سنج ایستΎاه ایجاد شرایط واجد که منطقه موقعیت�های از ͳفهرست ابتدا منظور این
م�ͳشود. ͳپیش�گوی دارند ͳباران�سنج ایستΎاه احداث پتانسیل که ͳموقعیت�های در کریΎیدن از استفاده با سپس
و تعیین شب΋ه به ایستΎاه کردن اضافه کاندید موقعیت�های و حذف ضرور غیر ایستΎاه�های ،ͳآنتروپ اساس بر آنΎاه

م�ͳشوند. اولویت�بندی

داده�ها ͳفضای ͳپیش�گوی

از ͳتابع نوعاً ͳΎوابست این و است آن ͳان΋م موقعیت از ͳناش آنها ͳΎوابست هستندكه ͳمشاهدات ،ͳفضای داده�های
میزان داده�های ͳΎوابست دلیل به است. موردمطالعه فضای یا ناحیه در ی΋دیΎر از مشاهدات گرفتن قرار فاصلۀ
از باید آنها تحلیل برای و هستند ͳفضای داده�های از ͳمصداق داده�ها این�گونه قطعاً مختلف، موقعیت�های در ͳبارندگ
ایستΎاه مشاهده فاقد موقعیت�های در ͳفضای ͳپیش�گوی برای ͳروش کریΎیدن٢ شود. استفاده ͳفضای آمار روش�های
{Z(s) : s ∈ مانند ͳتصادف میدان Έی داده�ها مدل�بندی برای معمول طور به است. موجود مشاهدات اساس بر

٢ Kriging
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ͳاقلیدس فضای از مجموعه�ای زی D اندیس�گذار مجموعه و d ≥ ١ آن در که م�ͳشود، گرفته نظر در D ⊆ Rd}

٢γ (h) = تغییرنΎار طریق از ͳفضای ͳΎهمبست ساختار بودن معلوم ،ͳتصادف میدان ͳمانای فرض با است. Rd

توان میانΎین کردن مینیمم از بهینه ͳفضای پیش�گوی دوم، درجه زیان تاب΄ گرفتن نظر در و Var[Z (s+ h)−Z (s)]

داده�های از استفاده با s٠ موقعیت در ͳتصادف میدان ͳپیش�گوی برای م�ͳشود. آورده دست به پیش�گو خطای دوم
بهترین ،D مطالعه تحت ناحیه در s١, . . . , sn نمونه�گیری موقعیت�های در Z = (Z(s١), . . . , Z(sn)) شده مشاهده

صورت به عادی کریΎیدن عنوان تحت Z(s٠) نااریب ͳخط پیش�گوی

Ẑ(s٠) =
n∑

i=١
λiZ(si) = λ′Z

E(Z(s٠) − ͳیعن پیش�گو، خطای دوم توان�های میانΎین کردن مینیمم با λ ضرایب بردار آن در که م�ͳشود، تعیین
صورت به پیش�گو این ضرایب برآورد م�ͳشود. برآورد Ẑ(s٠))

٢

λ̂′ = (γ + ١١− ١′Γ−١γ

١′Γ−١١
)Γ−١

بیان�گر که پیش�گو، این واریانس .Γn×n = (γ(si − sj))n×n و γ = (γ(s٠ − s١), ..., γ(s٠ − sn))
′ آن در که است،

به�صورت است، آن دقت میزان

σ̂٢
K(s٠) = γ′Γ−١γ − (١− ١′Γ−١γ)٢

١′Γ−١١

موقعیت�های در واق΄ مشاهدات به مشخص، موقعیت Έی در ͳپیش�گوی برای کریΎیدن روش در م�ͳشود. محاسبه
که م�ͳشوند انتخاب گونه�ای به وزن��ها م�ͳشود. داده اختصاص کمتری وزن دورتر مشاهدات به و بیشتر وزن Έنزدی
اختیار در دارند ارتباط ͳتصادف میدان با که دیΎری متغیرهای اگر شود. مینیمم پیش�گو خطای دوم توان میانΎین
n از Έی هر در کنید فرض م�ͳشود. استفاده دقیق�تر ͳپیش�گوی برای هم�کریΎیدن٣ از کریΎیدن جای به باشند،
پیش�گوی باشد. شده مشاهده Z(si) = (Z١(si), . . . , Zk(si)) بعدی k بردار متغیر، Έی جای به s١, . . . , sn موقعیت

صورت به متغیر k مشاهدات تمام از ͳخط ͳترکیب هم�کریΎیدن

Z(s٠) =

n∑
i=١

k∑
j=١

λjiZj(si)

م�ͳشوند: محاسبه زیر معادله k(n+ ١) حل از آن ضرایب که است،

n∑
i=١

k∑
j=١

λijcjj′ −mj′ = c١j′(s٠, si′), i = ١, . . . , n, j′ = ١, . . . , k

n∑
i=١

λ١j = ١,
n∑

i=١
λji = ٠, j = ٢, . . . , k

٣ Cokriging
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صورت به نیز پیش�گو این واریانس

σ٢
k(s٠) = C١١(s٠, s٠)−

n∑
i=١

k∑
j=١

λjiC١j(s٠, si) +m١

n∑
i=١

λ١j = ١,
n∑

i=١
λji = ٠, j = ٢, . . . , k

.(١٩٩٣ ،ͳشوند.(کرس�ͳم محاسبه

بهینه ͳفضای نمونه�گیری طرح

عدم ،ͳنظم�ͳب ،ͳΎآشفت میزان که است. ͳآنتروپ ͳتصادف متغیر Έی حتمیت عدم اندازه�گیری ملاک�های از ͳ΋ی
با X ͳتصادف متغیر کنید فرض .(١٩۴٨ م�ͳکند(شانون، ΀تشری را ͳتصادف متغیر بودن ͳتصادف میزان و حتمیت
مقادیر وقوع مورد در اطلاع از تعجب اندازه متوسط باشد. f(x) = P (X = x) احتمال جرم تاب΄ دارای χ ت΋یه�گاه

صورت به X ͳتصادف متغیر
H(X) = −

∑
x∈χ

log(f(x))f(x) = E {− log(f(x))}

دارد. نام Xͳآنتروپ که م�ͳشود تعریف
نمونه�گیری طرح�های دارند کمتری حساسیت نمونه�گیری واحدهای تغییرات به نسبت که نمونه�گیری طرح�های
طرح نمونه�گیری، واحدهای انتخاب در بالا بودن ͳتصادف میزان با نمونه�گیری طرح بنابراین م�ͳشوند. نامیده استوار
م�ͳدهد. نشان را آن ͳگستردگ و تصادفیبودن میزان از اندازهای نمونه�گیری طرح ͳآنتروپ است. استوار نمونه�گیری
،Qnکنید دارد.فرض وجود ͳنمونۀانتخاب در زیادی عدمحتمیت دارد، ͳبالای ͳآنتروپ نمونه�گیری طرح که ͳامΎهن
مثبت انتخاب احتمال و n ثابت حجم با مم΋ن نمونه�های تمام مجموعۀ ͳیعن نمونه�گیری، طرح Έی ت΋یهΎاه
که طوری به شود، داده p(Z)نشان با Z = (Z(s١), . . . , Z(sn)) ∈ Qn نمونۀ آمدن دست به احتمال چنان�چه باشد.

صورت به نمونه�گیری طرح ͳآنتروپ آنΎاه ،∑Z∈Qn
p(Z) = ١

H(Z) = −
∑
Z∈Q

p(Z) log p(Z) = −EP [log p(Z)]

بیشتری بودن ͳتصادف میزان از نمونه�گیری طرح باشد بیشتر آن مقدار چه هر و (١٩٨١ ،Έهاج) م�ͳشود تعریف
است. برخوردار

Z١ = صورت به ͳتحقق�های Sn = {s١, . . . , sn}موقعیت n در {Z(s); s ∈ D} ͳتصادف میدان برای کنید فرض
Z٢ = (Z(s′١), . . . , Z(s′m)) نمونۀ Sm = {s′١, . . . , s′m} mموقعیتجدید در بخواهیم و باشد اختیار در (Z(s١), . . . , Z(sn))

و موجود موقعیت�های مجموعه دو در مشاهدات اساس بر ͳتصادف میدان ͳپیش�گوی که کنیم اختیار گونه�ای به را
آنها در ͳپیش�گوی ͳآنتروپ یا حتمیت عدم که شوند انتخاب گونه�ای به باید جدید موقعیت�های باشد. بهینه جدید
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باقیمانده موقعیت�های در ͳپیش�گوی باشد، بیشتر موقعیت�ها این در حتمیت عدم میزان چه هر زیرا شود، ماکسیمم
از عبارتست Z ͳآنتروپ یا حتمیت عدم ،Z = (Z١, Z٢) دادن قرار با شد. خواهند برخوردار بیشتری حتمیت از

H(Z) = H(Z١, Z٢)

= E {− log[f(Z١, Z٢)]}

= E {− log[f(Z٢|Z١)f(Z١)]}

= E {− log[f(Z٢|Z١)− log f(Z١)]}

= H(Z٢|Z١) +H(Z١)

ماکسیمم H(Z٢|Z١) ͳیعن ͳآنتروپ است ͳکاف و است ثابت H(Z١) ،Sn موجود موقعیت�های بودن ثابت دلیل به
انتخاب طوری Sm جدید موقعیت�های باید ،Sn جاری موقعیت�های در مشاهدات داشتن اختیار در با واق΄ در شود.
حتمیت عدم صورت این در شود. ماکسیمم جاری موقعیت�های شرط به جدید موقعیت�های در Z٢ ͳآنتروپ که شوند
به نسبت کمتری دقت از موقعیت�ها این در ͳپیش�گوی نتیجه در است، بیشترین جدید موقعیت�های در ͳپیش�گوی
در ͳپیش�گوی به نیازی تا شود نمونه�گیری موقعیت�ها این در م�ͳشود ͳسع لذا است. برخوردار دیΎر موقعیت�های
و نیست برخوردار ͳبالای دقت از آنها در ͳپیش�گوی که م�ͳشود ͳموقعیت�های شامل بهینه طرح بنابراین نباشد. آنها

م�ͳشوند. موقعیت�ها سایر در ͳپیش�گوی دقت افزایش موجب آنها در نمونه�گیری

ͳبارندگ وداده�های مطالعه مورد منطقه

مناب΄ از بهره�برداری و توسعه عظیم طرح�های و ͳآب�ده حجم لحاظ به خوزستان، دشت به مشرف آبریز حوضه�های
بروز به منجر اخیر سال�های در آبیاری عظیم شب΋ه�های احداث این�که به نظر دارند. کشور ΀سط در ویژه�ای جایΎاه
استان آب مناب΄ مدیریت به خاص توجه است، شده منطقه نخل�های شدن Έخش و شرب آب تامین در ͳلات΋مش
ایستΎاه موقعیت سری دو خوزستان استان ͳباران�سنج شب΋ه ͳبررس مطالعات در است. ساخته ضروری را خوزستان

از: عبارتند که شده�اند انتخاب

نوار Έی و خوزستان استان که ایستΎاه ١٣٧ شامل طرح محدوده در نیرو وزارت موجود ایستΎاه�های شب΋ه -
این از نمونه�ای موقعیت و مشخصات م�ͳدهد. پوشش را کشور) ͳزمین مرز (در آن از خارج کیلومتری ۵٠

است. ملاحظه قابل ١ جدول در ایستΎاه�ها

ارائه استانداردهای براساس موقعیت ٨٨ تعداد کامل پوشش ایجاد هدف با موجود ایستΎاه�های بر علاوه -
٢ جدول است. شده انتخاب ͳمطالعات محدوده گستره در نیرو وزارت و ͳجهان ͳهواشناس سازمان توسط شده

م�ͳدهد. نشان را موقعیت�ها این از نمونه�ای
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نیرو وزارت ایستΎاه�های داده�های :١ جدول
موقعیت باران ارتفاع عرض طول ردیف

s١ ٧٣٢٫ ۶ ١٣۵٠ ٣۵١١١۴۵ ۴٢۵٧٩۵٫ ۶ ١

s٢ ۶٠٠٫ ٧ ١٢٩۵ ٣۵٠١٢٠٠ ۴٨٠٠٠٩٫ ۵ ٢

· · · · · ·

· · · · · ·

· · · · · ·

· · · · · ·

s٨٨ ٢٢٠٫ ٨ ١۴ ٣٣۴۵٣٣٨ ٣٧۶۵١٠٫ ٩ ٨٨

ͳانتخاب موقعیت ٨٨ داده�های :٢ جدول
موقعیت باران ارتفاع عرض طول ردیف

P١ · ٣ ٣٣٢٣٢۶٢ ٢۵۴٨٩۴٫ ٠ ١

P٢ · ٢٩ ٣۴۶٢٧٢٣ ١٨٧٨۵٧٫ ٠ ٢

· · · · · ·

· · · · · ·

· · · · · ·

P٨٨ · ١۶۶٨ ٣۵۵٩۴٣۶ ٣٩٣۶٢۴٫ ٠ ٨٨

داده�ها ͳاكتشاف تحلیل

ی΋سان ͳیعن هم�سانΎردی، درمیانΎین، ۴ ͳمانای بودن، ͳمانندگاوس بنیادی ،مفروضات ͳفضای داده�های درتحلیل
آزمون م�ͳگیرند. قرار ͳبررس مورد پرت، داده�های وجود همچنین و مختلف جهات در ͳΎهمبست ساختار بودن
مشاهدات پراکنش نمودار است. مشاهدات توزی΄ بودن نرمال بیان�گر ٠٫ ٢٨٩ p−مقدار با اسمیرنوف کولموگروف
شمال از ͳکاهش روندی وجود بیان�گر ١ ش΋ل در ͳجغرافیای ارتفاع و عرض و طول مختصات از Έی هر مقابل در

است. ارتفاع به ΀سط از ͳافزایش روندی و شرق به غرب از ͳافزایش روندی جنوب، به

ͳرگرسیون مدل شوند. زدوده روند داده�ها است لازم داده�ها، ͳفضای ͳΎهمبست ساختار تعیین برای

µ(s) = ١٩۵٣٫ ١٠۴− ٠٫ ٠١١۶x−٠٫ ٠٠٠۵y + ٣٫ ۴۶٧× ٩−١٠xy + ١١٫ ٢٣۶h٢ (١)

۴ stationary
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ͳجغرافیای ارتفاع (ج) و عرض (ب) طول، (الف) برابر در ͳبارندگ سالانه متوسط پراکنش نمودار :١ ش΋ل
ͳباران�سنج ایستΎاه�های موقعیت

ایستΎاه هر ͳجغرافیای موقعیت s = (x, y, h) آن در که شد، داده برازش داده�ها روند به ٠٫ ٨۶۶٧ تعیین ضریب با
شدند. محاسبه δ(s) = Z(s)− µ(s) رابطه از زدوده روند داده�های سپس است.

جهت چهار در شده زدوده روند داده�های ͳتجرب تغییرنΎار داده�ها ͳΎهمبست ساختار هم�سانΎردی ͳبررس برای
هم�سانΎردی بیان�گر مختلف جهت�های در تغییرنΎار رفتار ͳتقریب ٢)شباهت (ش΋ل درجه ١٣۵ ،٩٠ ،۴۵ صفر،

است. داده�ها تغییرنΎار برآورد
رابطۀ از ͳتجرب تغییرنΎار استوار برآورد

٢γ̂(h) =

{
١
Nh

∑
Nh

|Z(si)− Z(sj)|
١
٢
}۴

٠٫ ۴۵٧+ ٠٫۴٩۴
Nh

, h ∈ R

که است ͳموقعیت�های زوج مجموعه Nh = {(si, sj); si − sj = h; i, j = ١, . . . , n} آن در که است، شده محاسبه
معتبر تغییرنΎار مختلف مدل�های سپس است. Nh مجموعه اعضای تعداد Nh و دارند قرار ی΋دیΎر از h فاصله در

کروی تغییرنΎار نیم مدل آنها بین از و شد داده برازش داده�ها به

γ (h) =

{
c٠ + c(٣٢

∥h∥
a − ١

٢
∥h∥٣
a٣ ) ٠ < ||h|| < a, h ∈ Rd, d = ١,٢,٣

c٠ + c ∥h∥ > a

که مدل این شد. تعیین aاست، = ٧٣٧١۵٫ ٧۴ , c = ٣١۶۵٠٫ ٢٠ , c٠ = ١٧٧٠٫ برآوردهای٨٣ با پارامتر سه شامل که
انواع میان از (RSS) خطا دوم توان�های مجموع کمترین بودن دارا دلیل به است، شده رسم ٣ ش΋ل در آن نمودار

شد. برگزیده داده�ها تغییرنΎار عنوان به شده، برازانده مدل�های
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موقعیت�ها مقابل در زدوده روند داده�های تغییرنΎار استوار برآورد نمودار :٢ ش΋ل

بهینه ایستΎاه�های شب΋ه تعیین

ͳآنتروپ کمترین دیΎر عبارت به یا دقت بیشترین از مشاهدات سایر اساس بر آنها در ͳپیش�گوی که ͳاه�هایΎایست
و ͳباران�سنج ایستΎاه ١٣٧ از متش΋ل ایستΎاه ٢٢۵ مجموعه گیرند. قرار حذف الویت در م�ͳتوانند باشند برخوردار
ایستΎاه ٢٢۴ در مشاهدات اساس بر ایستΎاه�ها تمام ͳپیش�گوی ͳآنتروپ و شده گرفته نظر در پیشنهادی موقعیت ٨٨
مرحله در م�ͳشود ایستΎاه�هاحذف مجموعه از ͳآنتروپ کمترین دارای دارای ایستΎاه اولین و شده محاسبه باقیمانده
اساس بر موقعیت ٢٢۴ از Έی هر در ͳپیش�گوی ͳآنتروپ مجدداً ،ͳآنتروپ کمترین دارای ایستΎاه حذف از پس بعد
٢٢۴ حاوی مجموعه از ͳآنتروپ کمترین با دوم ایستΎاه سپس م�ͳشوند. مقایسه و محاسبه باقیمانده موقعیت ٢٢٣
۴ ش΋ل م�ͳشود. ت΋رار حذف برای بعدی ایستΎاه�های اولویت ͳشناسای برای فرایند این م�ͳشود. حذف ایستΎاه
در گام به گام روش به ایستΎاه�ها ͳمتوال حذف از پس باقیمانده ایستΎاه�های در ͳپیش�گوی ͳآنتروپ مجموع نمودار
پیش�گوی�ͳها ͳآنتروپ مجموع برای سرحد Έی انتخاب با م�ͳدهد. نشان را شده حذف ایستΎاه�های تعداد مقابل
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زدوده روند داده�های به شده برازانده کروی مدل و تغییرنΎار ͳتجرب برآورد :٣ ش΋ل

اگر مثال عنوان به گرفت. تصمیم حذف قابل ایستΎاه�های تعداد خصوص در نمودار این از استفاده با م�ͳتوان
خواهیم ایستΎاه ١١۵ صورت این در شوند. حذف ایستΎاه ٢٢۵ از ایستΎاه ١١٠ باید شود، اختیار ٩٠٠ سرحد
پیشنهادی موقعیت�های بین از ایستΎاه ۴۵ و شوند حذف نیرو وزارت ایستΎاه ۶۵ است لازم آن برای که داشت

شده�اند. ارائه ٢ جدول در آنها مشخصات که شوند، ایجاد

نتیجه�گیری و بحث

سیل از پیشΎیری سیستم�های و ͳ΋هیدرولی سازه�های برنامه�ریزی برای اطلاعات از بنیادی منب΄ ͳبارندگ داده�های
شب΋ه استقرار و ساخت حال، این با است. قطعیت عدم برآورد در عامل مهم�ترین ͳباران�سنج ͳالΎچ هستند.
برای ͳروش کریΎیدن است. مناب΄ و ͳانسان نیروی زیادی مقدار صرف مستلزم معمولا˦ ͳباران�سنج ایستΎاه�های
از Έی هر ͳفضای اطلاعات ͳارزیاب برای ͳآنتروپ است. پیشنهادی ایستΎاه Έی در ͳبارندگ داده�های ͳپیش�گوی
ایستΎاه�ها از Έی هر اهمیت ͳبررس برای م�ͳتوانند خود، نوبه به داده�ها، این م�ͳشود. اعمال پیشنهادی ایستΎاه�های
استفاده با بهینه ͳفضای نمونه�گیری یΈطرح خوزستان استان بارش ایستΎاه�های شب΋ه برای گیرند. قرار مورداستفاده
رامسلما دقیق�تری پیش�گوی�ͳهای موجود نمونۀ طرح به نسبت جدید طرح که شد آورده دست به ͳآنتروپ رهیافت از

م�ͳسازد. فراهم کمتر ام΋انات و هزینه با



١١ س. مرید، و الف. محمدی، م.، محمدزاده، ح.، بخت، بیدار

ایستΎاه ٢٢۵ در ͳپیش�گوی ͳآنتروپ شده مرتب مقادیر نمودار :۴ ش΋ل
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ͳآنتروپ اندازه اساس بر مشخص�سازی

١ ف. ،ͳحوت

مشهد ͳفردوس دانشΎاه ،ͳرياض علوم دانش΋ده آمار، گروه

چ΋یده

در جامعه آن از که است ͳداده�های توسط جامعه آماری مدل ͳشناسای احتمال، و آمار در مهم بخش�های از ͳ΋ی

توزی΄�ها مشخص�سازی از هدف دارند. فرد به منحصر ویژگ�ͳهای و خواص آماری توزی΄�های اغلب داریم. اختیار

در شده ͳمعرف اندازه�های م�ͳتوان را ویژگ�ͳها این است. آن خاص ویژگ�ͳهای وسیله به جامعه توزی΄ ͳشناسای نیز

عمر، طول مسائل جنبه�های مهم�ترین از ͳ΋ی واق΄ در گرفت. نظر در اطلاع اندازه�های نیز و اعتماد قابلیت مباحث

توصیف را نظر مورد قطعه عمر طول ͳتصادف رفتار ͳکاف اندازه به بتواند که است عمری طول توزی΄ کردن پیدا

توزی΄�های مشخص�سازی و ناپارامتری استنباط اعتماد، قابلیت مباحث در اطلاع نظریه از استفاده ͳطرف از کند.

با مشخص�سازی نتای; از ͳبرخ مقاله این در اساس، این بر داده�است. اختصاص خود به ویژه�ای جایΎاه آماری

اندازه�های با آن�ها ارتباط و پویا ͳتجمع باق�ͳمانده ͳآنتروپ و گذشته ͳآنتروپ مانند، اطلاع اندازه�های از استفاده

شد. خواهد ارائه اعتماد، قابلیت

اعتماد. قابلیت اندازه�های ،ͳتجمع باق�ͳمانده ͳآنتروپ گذشته، ͳآنتروپ مشخص�سازی، کلماتکلیدی:

١Email: f.hooti@yahoo.com
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پیش�گفتار ١

توزی΄�های مشخص�سازی و ͳتصادف متغیر ͳآنتروپ و حتمیت عدم میزان اندازه�گیری به زیادی توجه اخیر سال�های در
ͳنوای΋ی خواص از ͳنتایج (٢٠٠٠) ͳابراهیم و اسدی کشور داخل در مثال عنوان به است. شده آن اساس بر آماری
بدست باق�ͳمانده عمر طول میانΎین و خطر نرخ تاب΄ و باق�ͳمانده ͳآنتروپ حسب بر آماری توزی΄�های مشخص�سازی و
پرداختند. ͳتجمع باق�ͳمانده ͳآنتروپ اساس بر آماری توزی΄�های مشخص�سازی به (٢٠٠٧) زهره�وند و اسدی آوردند.
همچنین آوردند. بدست ͳرن ͳآنتروپ پایه بر را متقارن توزی΄�های مشخص�سازی از ͳنتایج (٢٠١٢) احمدی و فشندی
و مرتب آماره�های ͳآنتروپ اساس بر مشخص�سازی به (٢٠٠٨) هم΋اران و براتپور و (٢٠٠٧) هم΋اران و براتپور
تحقیقات ͳآنتروپ اندازه�های اساس بر توزی΄�ها مشخص�سازی خصوص در کشور از خارج در پرداختند. رکوردها
باردی Ίلن و کریشنزو و (٢٠٠۶a,٢٠٠۶b) پااول و ناندا ،(٢٠٠۴) هم΋اران و بلزنس جمله از است شده انجام زیادی

.(٢٠٠۴)
تاب΄ و گذشته عمر طول میانΎین ،ͳآنتروپ این بین ارتباط پایه بر مشخص�سازی و گذشته ͳآنتروپ دوم بخش در
جامعه توزی΄ مشخص�سازی و یافته تعمیم گذشته ͳآنتروپ ͳمعرف شامل سوم بخش م�ͳشود. بیان مع΋وس خطر نرخ
بین ارتباط از استفاده با و نموده بیان را یافته تعمیم ͳتجمع باق�ͳمانده ͳآنتروپ چهارم بخش در م�ͳباشد. آن اساس بر

کرد. خواهیم مشخص را ͳنمای توزی΄ خطر، نرخ تاب΄ و باق�ͳمانده عمر طول میانΎین ،ͳآنتروپ این

گذشته ͳآنتروپ اساس بر مشخص�سازی ٢

باردی Ίلن و کریشنزو باشد. f ͳالΎچ تاب΄ و F توزی΄ تاب΄ با ͳنامنف پیوسته ͳتصادف متغیر Έی X کنید فرض
،Xt = [t−X|X < t] ͳیعن گذشته عمر طول متغیر حتمیت عدم میزان اندازه�گیری برای را گذشته ͳآنتروپ ،(٢٠٠٢)

صورت به

H∗ (X; t) = −
∫ t

٠

f (x)

F (t)
ln

f (x)

F (t)
dx, (١)

عمر طول میانΎین و ͳآنتروپ این بین ارتباط اساس بر مشخص�سازی به م�ͳخواهیم بخش این در کردند. تعریف
م�ͳشود. تعریف r∗(t) = f(t)

F (t) صورت به مع΋وس خطر نرخ تاب΄ م�ͳدانیم بپردازیم. مع΋وس خطر نرخ تاب΄ و گذشته
کرد ͳبازنویس زیر صورت به مع΋وس خطر نرخ تاب΄ اساس بر م�ͳتوان را (١) رابطه اینصورت در

H∗ (X; t) = −
∫ t

٠

f (x)

F (t)

[
ln

f (x)

F (x)
+ ln

F (x)

F (t)

]
dx

= ١− ١
F (t)

∫ t

٠
f (x) ln (r∗ (x)) dx. (٢)

مم΋ن ͳیعن نم�ͳکند. مشخص ی΋تا طور به را ͳتصادف متغیر توزی΄ گذشته ͳآنتروپ که است ذکر به لازم .١.٢ ن΋ته�
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در بیشتر جزئیات با که بعد مثال به خصوص این در باشند. ی΋سان گذشته ͳآنتروپ دارای مختلف توزی΄�های است
نمایید. توجه است، آمده [١١]

باشند زیر ͳالΎچ تواب΄ با ترتیب به عمر طول ͳتصادف متغیرهای Y و X کنید فرض .١ مثال

fX(t) = ٢t, ٠ < t < ١,

fY (t) =
٢t
c٢

, ٠ < t < c, c ̸= ١.

با است برابر متغیرها این برای گذشته ͳآنتروپ که م�ͳشود مشاهده ͳآسان به (١) رابطه از اینصورت در

H∗ (X; t) =
١
٢
+ ln

(
t

٢

)
= H∗ (Y ; t) , ∀t ∈ (٠,min (c,١)) .

م�ͳباشند. ی΋سان گذشته ͳآنتروپ دارای مشترک دامنه در t هر برای Y و X متغیر دو هر که م�ͳشود مشاهده بنابراین

صورت به گذشته عمر طول میانΎین که است یادآوری به لازم

m∗(t) = E(Xt) =

∫ t

٠

F (u)

F (t)
du,

م�ͳشود. تعریف

باشد. µ ͳمتناه میانΎین و −∞ < t < b < ∞ ت΋یه�گاه با پیوسته ͳتصادف متغیر Έی X کنید فرض .١.٢ قضيه
اگر تنها و اگر است، برقرار ،r∗ (t)m∗ (t) = ١ رابطه

F (t) = exp

(
t− b

b− µ

)
, t ∈ (−∞, b] .

است. آمده [۶] در جزئیات برهان.

نرخ ،m∗(t) گذشته عمر طول میانΎین ،µ ͳمتناه میانΎین با پیوسته ͳتصادف متغیر Έی X کنید فرض .٢.٢ قضيه

مشخص�سازی در زیر گزاره�های از Έی هر اینصورت در باشد. H∗(X; t) گذشته ͳآنتروپ و r∗(t) مع΋وس خطر
توزی΄

F (t) = exp

(
t− b

b− µ

)
, t ∈ (−∞, b] , (٣)

معادل�اند.

.r∗(t)m∗(t) = ١ الف)

.H∗(X; t) = ١+ lnm∗(t) ب)

م�ͳشود. مشخص (٣) توزی΄ ،١.٢ قضیه به توجه با اینصورت در باشد. برقرار الف) کنید فرض ابتدا برهان.
صورت به توزی΄ این برای گذشته ͳآنتروپ و گذشته عمر طول میانΎین بنابراین

m∗ (t) = b− µ,
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و

H∗ (X; t) = ١+ ln (b− µ)

در باشد. برقرار ب) کنید فرض رابطه، ع΋س اثبات برای است. برقرار ب) قسمت اینصورت در که بود خواهد
داریم اینصورت

m∗′ (t) = m∗ (t)H∗′ (X; t) . (۴)

م�ͳشود نتیجه (۴) در ،t به نسبت گذشته ͳآنتروپ مشتق جایΎذاری با

m∗′ (t) = m∗ (t) r∗ (t) (١− ١− ln (m∗ (t) r∗ (t))) , (۵)

که ن΋ته این از استفاده و c (t) = m∗ (t) r∗ (t) دادن قرار با است. شده استفاده ب) فرض از تساوی این در که

داریم ،r∗ (t) = ١−m∗′(t)
m∗(t)

١− c (t) = c (t) (− ln c (t)) .

م�ͳگیریم مشتق t به نسبت فوق تساوی طرفین از اکنون

c′ (t) (− ln c (t)) = ٠,

م�ͳشود نتیجه معادله این از که

c′ (t) = ٠,

یا و

c (t) = ١,

م�ͳشود. تمام اثبات و است برقرار (٣) توزی΄ ،١.٢ قضیه به توجه با و ،r∗(t)m∗(t) = ١ ͳیعن این که

یافته تعمیم گذشته ͳآنتروپ اساس بر مشخص�سازی ٣

آن�گاه باشد، f ͳالΎچ تاب΄ و F توزی΄ تاب΄ ،−∞ < a < b < ∞ ت΋یه�گاه با پیوسته ͳتصادف متغیر Έی X اگر
صورت به یافته تعمیم گذشته ͳآنتروپ

H∗α (X; t) =
١

١− α
ln

∫ t

a

(
f (x)

F (t)

)α

dx, α > ٠, (۶)

ͳآنتروپ آن�گاه ،α → ١ اگر داد نشان م�ͳتوان است. معروف نیز ͳرن گذشته ͳآنتروپ به (۶) عبارت م�ͳشود. تعریف
م�ͳشود. تبدیل گذشته ͳآنتروپ به یافته تعمیم گذشته
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داریم هوپیتال قاعده از استفاده با

lim
α→١

H∗α (X; t) = lim
α→١

١
١− α

ln

∫ t

a

(
f (x)

F (t)

)α

dx

= −
∫ t

a

(
f (x)

F (t)

)
ln

(
f (x)

F (t)

)
dx

= H∗ (X; t) .

در آن برهان که م�ͳپردازد. یافته تعمیم گذشته ͳآنتروپ از استفاده با ͳنمای توزی΄ مشخص�سازی به بعد قضیه
است. آمده [١١]

اگر تنها و اگر است µ میانΎین با ͳنمای توزی΄ دارای X ͳنامنف ͳتصادف متغیر .١.٣ قضيه

H∗α (X; t) =
١

١− α
ln

(
µ (r∗ (t))

α

(
eαt/µ − ١

α

))
, t > ٠. (٧)

یافته تعمیم پویا ͳتجمع باق�ͳمانده ͳآنتروپ اساس بر مشخص�سازی ۴

(CRE) ͳتجمع باق�ͳمانده ͳآنتروپ نام با شانون ͳآنتروپ جایΎزین حتمیت، عدم اندازه Έی (٢٠٠۴) هم΋اران و رائو
زهره�وند و اسدی سپس دارد. شانون ͳآنتروپ به نسبت بهتری مزایای کمیت این که دادند نشان نیز و نمودند ͳمعرف
مشخص�سازی به و نموده ͳمعرف را پویا ͳتجمع باق�ͳمانده ͳآنتروپ ،ͳآنتروپ این خواص ͳبرخ ͳبررس ضمن (٢٠٠٧)

این در کرد. اشاره (٢٠٠٩) باردی Ίلن و کریشنزو به م�ͳتوان زمینه این در موجود مناب΄ دیΎر از پرداختند. آن پایه بر
ارتباط اساس بر مشخص�سازی به سپس و کرد خواهیم ͳمعرف را یافته تعمیم پویا ͳتجمع باق�ͳمانده ͳآنتروپ بخش

م�ͳپردازیم. خطر نرخ تاب΄ و باق�ͳمانده عمر طول میانΎین با آن
ͳتجمع باق�ͳمانده ͳآنتروپ باشد. F توزی΄ تاب΄ و f ͳالΎچ تاب΄ با ͳنامنف ͳتصادف متغیر Έی X کنید فرض

صورت به X متغیر (CRE)

ξ (X) = −
∫ ∞

٠
F̄ (x) ln F̄ (x) dx, (٨)

دادند نشان (٢٠٠٧) زهره�وند و اسدی م�ͳشود. تعریف
ξ (X) = E (m (X)) ,

صورت به که است ،Xt = [X − t|X > t] ͳیعن باق�ͳمانده عمر طول میانΎین m(t) آن در که
m(t) = E(Xt) =

∫ ∞

t

F̄ (u)

F̄ (t)
du,

م�ͳشود. تعریف
از عبارتست X عمر طول ͳتصادف متغیر برای α مرتبه پویا ͳتجمع باق�ͳمانده ͳآنتروپ

ξα (X; t) =
١

١− α
ln

(∫∞
t

F̄α(x)dx

F̄α(t)

)
, α > ٠. (٩)
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و یافته تعمیم پویا ͳتجمع باق�ͳمانده ͳآنتروپ بین رابطه اساس بر مشخص�سازی به م�ͳخواهیم بعد قضایای در
به خطر نرخ تاب΄ که م�ͳشود یادآوری قضایا، این بیان از قبل بپردازیم. خطر نرخ تاب΄ و باق�ͳمانده عمر طول میانΎین

م�ͳشود. تعریف r(t) = f(t)
F̄ (t)

صورت

رابطه اگر باشد. F̄ اعتماد قابلیت تاب΄ با ͳنامنف ͳتصادف متغیر Έی X کنید فرض .١.۴ قضيه

(١− α) ξα(X; t) = ln k + lnm(t), (١٠)

باشد. ͳنمای توزی΄ دارای X اگر تنها و اگر ،k = ١
α آن�گاه باشد برقرار

داریم t به نسبت آن طرفین از گرفتن مشتق با باشد. برقرار (١٠) کنید فرض برهان.

(١− α) ξ′α(X; t) =
m′(t)

m(t)
.

م�ͳشود نتیجه فوق عبارت در ξα(X; t) مشتق دادن قرار با

αr(t)− e−(١−α)ξα(X;t) =
m′(t)

m(t)
. (١١)

که است ΀واض (١٠) به توجه با ͳطرف از

e−(١−α)ξα(X;t) =
١

km(t)
. (١٢)

عبارت (١١) رابطه در (١٢) جایΎذاری با بنابراین

αkr(t)m(t)− ١ = km′(t). (١٣)

و r(t) = m′(t)+١
m(t) ͳیعن باق�ͳمانده عمر طول میانΎین و خطر نرخ تاب΄ بین ارتباط از استفاده با م�ͳگردد. حاصل

داشت خواهیم (١٣) در آن جایΎذاری

m′(t) =
١− kα

k (α− ١)
.

داریم اینصورت در ،k١ = ١−kα
k(α−١) م�ͳدهیم قرار

m(t) = k١t+ k٢,

رابطه از باق�ͳمانده عمر طول میانΎین م�ͳدانیم است. انتΎرال�گیری ثابت k٢ آن در که

F̄ (t) =
m(٠)
m(t)

exp

(
−
∫ t

٠

dx

m(x)

)
,

برای م�ͳشود. نتیجه ͳنمای توزی΄ ،k١ = ٠ گرفتن نظر در با بنابراین م�ͳکند. مشخص ی΋تا طور به را توزی΄ تاب΄

باق�ͳمانده عمر طول میانΎین آن�گاه باشد، ١
θ میانΎین با ͳنمای توزی΄ دارای X کنیم فرض اگر قضیه ع΋س اثبات

م�ͳشود نتیجه ،(٩) رابطه یافته، تعمیم پویا ͳتجمع باق�ͳمانده ͳآنتروپ محاسبه با نیز و ١
θ با است برابر

(١− α) ξα(X; t) = − ln (α) + ln θ.

.k = ١
α که است ΀واض بنابراین
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خطر نرخ تاب΄ و یافته تعمیم پویا ͳتجمع باق�ͳمانده ͳآنتروپ بین ارتباط اساس بر مشخص�سازی به بعد قضیه
م�ͳپردازد.

اینصورت در باشد. F̄ اعتماد قابلیت تاب΄ با ͳنامنف و پیوسته ͳتصادف متغیر Έی X کنید فرض .٢.۴ قضيه

ξα(X; t) = k, (١۴)

باشد. زیر اعتماد قابلیت تاب΄ با ͳنمای توزی΄ دارای X اگر تنها و اگر است برقرار است، ثابت مقداری k آن در که

F̄ (t) = e−θt, θ > ٠, t > ٠.

داریم ξα(X; t) مشتق از استفاده با باشد. برقرار (١۴) تساوی کنید فرض ابتدا برهان.

αr(t)− e−(١−α)ξα(X;t) = ٠. (١۵)

م�ͳشود نتیجه (١۵) رابطه در (٩) جایΎذاری با
αf(t)

∫ ∞

t

F̄α(x)dx = F̄α+١(t). (١۶)

داشت خواهیم t به نسبت فوق تساوی طرفین از گرفتن مشتق با اکنون
α

[
f ′(t)

∫ ∞

t

F̄α(x)dx− f(t)F̄α(t)

]
= − (α+ ١) f(t)F̄α(t). (١٧)

تساوی ،(١٧) عبارت در (١۶) جایΎذاری با
f ′(t)F̄α+١(t)

f(t)
− αf(t)F̄α(t) = − (α+ ١) F̄α(t)f(t),

م�ͳشود نتیجه اخیر رابطه از بنابراین م�ͳگردد. حاصل
f ′(t)

f(t)
= − f(t)

F̄ (t)
.

معادله ،r′(t) = r(t) + r٢(t) که آنجا از نیز و f(t)
F̄ ٢(t)

در فوق تساوی طرفین کردن ضرب از پس
r′(t) = ٠,

داریم فوق دیفرانسیل معادله حل از پس م�ͳآید. بدست
r(t) = d,

F̄ (t) = صورت به اعتماد قابلیت تاب΄ دیفرانسیل، معادله این حل از بنابراین است. انتΎرال�گیری ثابت d آن در که
قابلیت تاب΄ F̄ (t) چون است. ثابت مقداری θ > ٠ و انتΎرال�گیری ثابت k١ که طوری م�ͳشود حاصل e−(θt+k١)

است. ͳنمای توزی΄ دارای X ͳیعن این که م�ͳآید، بدست t > ٠ برابر متغیر ت΋یه�گاه و k١ = ٠ مقدار است، اعتماد
(٩) رابطه از بنابراین است. ١

θ میانΎین با ͳنمای توزی΄ دارای X کنید فرض است ͳکاف قضیه ع΋س اثبات برای
داریم

(١− α) ξα(X; t) = − ln (αθ) ,

م�ͳشود. تمام اثبات بنابرین و است ثابت مقداری ξα(X; t) م�ͳشود نتیجه رابطه این از که
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ͳگروه ورودی با یΈباجه�ای مدل�هایصف�بندی در بیشینه ͳآنتروپ

،غ. حسامیان ١و م. شمس،

کاشان دانشΎاه ،ͳریاض علوم دانش΋ده آمار، گروه

چ΋یده

باجه�ای Έی صف�بندی مدل Έی در انتظار زمان برای ͳتقریب بیشینه، ͳآنتروپ اصل از استفاده با مقاله این در

مقدار با ͳتقریب مقدار سپس و م�ͳکنیم پیدا دارد ͳجانب سرویس k − ١ و ͳاصل سرویس Έی که ͳگروه ورودی با

م�ͳشود. مقایسه دقیق

یافته، تعمیم ͳآنتروپ اندازه ماکسیمم یافته، تعمیم ͳواگرای اندازه یافته، تعمیم ͳآنتروپ اندازه کلیدی: کلمات

بندی. صف مدل ،ͳواگرای اندازه مینیمم

مقدمه ١

با صف سیستم�های در گسترده طور به و [۵] گیاشو و [٢] بارد نظیر متعددی افراد توسط بیشینه ͳآنتروپ اصل
صف�بندی مدل�های ͳبررس به [١٣] شور است. گرفته قرار استفاده مورد دلخواه سرویس و ورودی زمان�های
منظور به بیشینه ͳآنتروپ اصل از [۴] کوواتسس و افندی پرداخت. G/G/١ و M/G/١ ،M/M/∞ ،M/M/∞/N

صف�بندی مدل�های طول احتمال توزی΄ [٨] کوواتسس بردند. بهره G/M/١ و M/G/١ صف�بندی مدل�های تحلیل
صف�بندی مدل�های برای ͳتقریب جواب Έی [١] کوواتسس و آریزونا کرد. ͳبررس را G/G/C/N و G/G/١/N

جین انتقال، قابل سرویس�دهنده با M/G/١ مدل�های مورد در [١۵ ،١۴] هم΋اران و Ίوان کردند. پیدا M/M/R

MX/G/١ صف�بندی مدل�های مورد در [٧] لین و کِ ،ͳتعطیل با G/G/١ صف�بندی مدل�های مورد در [۶] جین و

١Email: mehdishams@kashanu.ac.ir
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ͳبرنول ͳتعطیل با و مرحله دو با MX/G١, G٢/١ صف�بندی مدل�های درباره [١١] مایریا بالاخره و ͳتعطیل Έی با
ͳزندگ در که ͳصورت در است واحد سرویس برای شده انجام کارهای اکثر داده�اند. انجام ارزنده�ای تحقیقات
که ͳجانب سرویس�های به نیاز ͳاصل سرویس بر علاوه مشتریان که م�ͳشویم رویارو متعددی صف�های با روزمره
و کریشنا نمونه عنوان به است. شده انجام نیز ͳتحقیقات زمینه این در البته دارند. م�ͳشود فراهم سرویس�دهنده توسط
دوم اختیاری سرویس و پواسن وردوی با واحد سرویس�دهنده کرده�اند. ͳبررس را مرحله�ای دو سرویس�های [٩] ͳل
وابسته سرویس�دهنده سرعت که M/G/١ صف�بندی مدل برای مرحله�ای دو سرویس شد. ͳمعرف [١٢] ͳمده توسط
ͳتعطیل با MX/G/١ مدل [٣] تادج و کودهاری شد. مطرح [١٠] کیم و ͳل توسط است مراجعه�کنندگان تعداد به

کردند. ͳبررس را مرحله�ای دو سرویس و ͳبرنول

و چندگانه اختیاری سرویس با MX/G/١ باجه�ای Έی ͳگروه صف�بندی مدل�های ͳبررس به مقاله این در
از همچنین م�ͳکنیم. مقایسه هم با را ͳتقریب و ͳاصل انتظار زمان�های و م�ͳپردازیم افتاده کار از سرویس�دهنده�های
سرویس k با MX/G/١ مدل Έی در انتظار زمان متوسط و پایا حالت احتمال�های یافتن برای بیشینه ͳآنتروپ اصل
سرویس�های i = ١, . . . , k− ١ ،ri احتمال�های با سرویس�دهنده م�ͳکنیم. استفاده هستند ͳفرع بقیه و ͳاصل ͳ΋ی که
ͳفرع سرویس�های توزی΄ و دلخواه سرویس اولین توزی΄ است. ب�ͳکار ١ − ri احتمال با و م�ͳدهد انجام را ͳفرع
وارد λ نرخ با مشتریان است. ͳعموم ͳفرع و ͳاصل سرویس� سرویس�دهنده تعمیر مدت و عمر طول است. ͳنمای
نشان�دهنده X ͳتصادف متغیر اگر است. چندگانه اختیاری سرویس (i = ١, . . . , k) امین i سرویس نرخ µi و م�ͳشوند
Rl(.) و ͳاصل سرویس زمان احتمال ͳالΎچ تاب΄ و ͳتجمع توزی΄ تاب΄ ترتیب به b(.) و B(.) مشتریان، دسته�ای اندازه
همچنین و باشد ͳفرع سرویس (l = ١, . . . , k) امین l زمان احتمال ͳالΎچ تاب΄ و ͳتجمع توزی΄ تاب΄ ترتیب به gl(.) و
زمان (l = ١, . . . , k) امین l گشتاور اولین γl و ͳخراب (l = ١, . . . , k) امین l طول در سرویس�دهنده ͳخراب نرخ αl

آن در که γl(x) =
gl(x)

١−Rl(x)
و βl(x) =

b(x)

١−B(x)
،δl = ١ + αlγl ،ρl =

λEX

µl
م�ͳدهیم، قرار باشد، تعمیر

و β
(٢)
l = (−١)٢b̃(٢)(٠) صورت به ترتیب به تعمیر زمان و ͳاصل سرویس زمان دوم گشاورهای .l = ١, . . . , k

م�ͳکنیم: تعریف را زیر احتمال�های پایا حالت برای م�ͳباشند. l = ١, . . . , k ،γ(٢)
l = (−١)٢g̃(٢)(٠)

سرویس�دهنده و م�ͳشوند محروم (l = ٢, . . . , k ام، l ͳفرع) ͳاصل سرویس از صف در مشتری n > ٠ ،(Pl(n))P١(n)

است. مشغول
سرویس�دهنده و م�ͳشوند محروم (l = ٢, . . . , k ام، l ͳفرع) ͳاصل سرویس از صف در مشتری n > ٠ ،(Ql(n))Q١(n)

است. تعمیر حال در

ͳاصل سرویس برای شده سپری سرویس زمان به مربوط ͳتصادف متغیرهای ترتیب به Y (t) و X(t) اگر .١.١ قضيه

باشند: t زمان در تعمیر زمان و
PB١ =

∑∞
n=١ P١(n) = با است برابر مدت دراز در (ͳفرع) ͳبرایسرویساصل سرویس�دهنده بودن مشغول احتمال الف)

.(l = ٢, . . . , k ،PBl =
∑∞

n=١ Pl(n) = (
∏l−١

n=١ rn)ρl) ρ١
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PR١ =
∑∞

n=١Q١(n) = برابر مدت دراز در (ͳفرع) ͳسرویساصل برای سرویس�دهنده بودن تعمیر تحت احتمال ب)

است. (l = ٢, . . . , k ،PRl =
∑∞

n=١Ql(n) = (
∏l−١

n=١ rn)ρlαlγl) ρ١α١γ١

از است عبارت سیستم در مشتریان تعداد متوسط .٢.١ قضيه

Ls = ρ١δ١ + r١ρ٢δ٢ +

k∑
l=٣

(
l−١∏
n=١

rn

)
ρlδl + E(Q)

آن در که

E(Q) =
١
٢

[
(λE(X))٢δ٢١β

(٢)
١ +∆١β١ + r١

(
٢ρ١δ١ρ٢δ٢ +

∆٢

µ٢
+ ٢(ρ٢δ٢)٢

)

+
k∑

l=٣

(
l−١∏
n=١

rn

)(
٢ρlδl

l−١∑
n=١

ρnδn +
∆l

µl
+ ٢(ρlδl)٢

)]

×

[
١− ρ١δ١ −

k∑
l=٢

(
l−١∏
n=١

rn

)
ρlδl

]−١

.i = ١, . . . , k ،∆i = λE(X(X − ١)((١+ αiγi) + (λE(X))
٢
αiγ

٠
i و

بیشینه ͳآنتروپ اصل ٢

ͳآنتروپ تاب΄ اصل، این اساس بر است. سیستم مورد در لازم غیر فرضیات وجود عدم به دادن اطمینان برای اصل این
م�ͳدهیم: تش΋یل زیر صورت به را ͳفرع و ͳاصل سرویس با MX/G/١ صف�بندی مدل برای بیشینه

y =−
∞∑

n=١
P١(n) lnP١(n)−

k∑
l=٢

∞∑
n=١

Pl(n) lnPl(n)

−
∞∑

n=١
Q١(n) lnQ١(n)−

∞∑
l=٢

∞∑
n=١

Ql(n) lnQl(n) .

م�ͳآید: دست به زیر محدودیت�های تحت بالا تساوی کردن بیشینه توسط بیشینه ͳآنتروپ

دهد: انجام را (ͳفرع) ͳاصل سرویس سرویس�دهنده که این احتمال .١
∞∑

n=١
P١(n) = ρ١ ,

( ∞∑
n=١

Pl(n) =

(
l−١∏
n=١

rn

)
ρl , l = ٢, . . . , k

)
.

بیافتد: کار از (ͳفرع) ͳاصل سرویس طول در سرویس�دهنده که است این احتمال .٢
∞∑

n=١
Q١(n) = ρ١α١γ١ ,

( ∞∑
n=١

Ql(n) =

(
l−١∏
n=١

rn

)
ρlαlγl , l = ٢, . . . , k

)
.
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سیستم: در مشتریان تعداد متوسط .٣
∞∑

n=١
n

[
P١(n) +

k∑
l=٢

Pl(n) +Q١(n) +
k∑

l=٢

Ql(n)

]
= Ls

م�ͳشود. محاسبه ٢.١ قضیه از Ls که

م�ͳآید: دست به زیر صورت به لاگرانژ تاب΄ ،(i = ١, . . . ,٢k + ١) θi در محدودیت هر ضرب با

y =−
∞∑

n=١
P١(n) lnP١(n)−

k∑
l=٢

∞∑
n=١

Pl(n) lnPl(n)

−
∞∑

n=١
Q١(n) lnQ١(n)−

k∑
l=٢

∞∑
n=١

Ql(n) lnQl(n)

− θ١

[ ∞∑
n=١

P١(n)− ρ١

]
−

k∑
l=٢

θl

[ ∞∑
n=١

Pl(n)−

(
l−١∏
n=١

rn

)
ρl

]

− θk+١

[ ∞∑
n=١

Q١(n)− ρ١α١γ١

]

−
٢k∑

l=k+٢

θl

[ ∞∑
n=١

Ql(n)−

(
l−١∏
n=١

rn

)
ρlαlγl

]

− θ٢k+١

[ ∞∑
n=١

n

{
P١(n) +

k∑
l=٢

Pl(n) +Q١(n) +

k∑
l=٢

Ql(n)

}
− Ls

]
.

گرفتن از پس داریم. بالا تاب΄ کردن بیشینه به نیاز (j = ١, . . . , k) Qj(n) و Pj(n) برای بیشینه ͳآنتروپ حل برای
داریم: صفر با برابر آن دادن قرار و ͳجزئ مشتق

∂y

∂Pj(n)
= − lnPj(n)− ١− θj − θ٢k+١n = ٠ , j = ١, . . . , k

∂y

∂Qj(n)
= − lnQj(n)− ١− θk+j − θ٢k+١n = ٠ , j = ١, . . . , k

جواب�های به منجر بالا معادلات حل که
Pj(n) = e−(١+θj+θ٢k+١n) , Qj(n) = e−(١+θk+j+θ٢k+١n) j = ١, . . . , k

داریم: (٣) تا (١) محدودیت�های در آن�ها جایΎذاری با که م�ͳشود

P١(n) =
ρ١ρH(Ls − ρH)n−١

(Ls)n
,

Pl(n) =
(
∏l−١

n=١ rn)ρlρH(Ls − ρH)n−١

(Ls)n
, l = ٢, . . . , k

Q١(n) =
ρ١α١γ١ρH(Ls − ρH)n−١

(Ls)n
,

Ql(n) =
(
∏l−١

n=١ rn)ρlαlγlρH(Ls − ρH)n−١

(Ls)n
, l = ٢, . . . , k
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آن در که

ρH = ρ١δ١ +
k∑

l=٢

(
l−١∏
n=١

rn)ρlδn , e−θ٢k+١ =
Ls − ρH

Ls
.

صف در انتظار زمان متوسط ٣

انتظار زمان متوسط دقیق مقدار م�ͳشود. محاسبه صف در انتظار زمان متوسط ͳتقریب و دقیق فرمول بخش این در
در ͳفرض مشتری Έی انتظار زمان متوسط محاسبه برای است. W =

E(Q)

λEX
صورت به لیتل فرمول توسط صف در

n ،ͳفرض مشتری ورود هنΎام در که م�ͳکنم عمل صورت این به سیستم بودن تعمیر حال در یا بودن مشغول حالت
تعمیر یا ͳسرویس�ده حال در سرویس�دهنده�ها این که م�ͳبینید ͳفرع و ͳاصل سرویس حال در و صف در را ͳمتقاض

صورت: این در که هستند
مشتری n که ͳزمان تا ͳفرض مشتری هستند، کار حال در سرویس�دهنده�ها که این از بودن مشغول حالت در -١
سرویس برای او برای انتظار زمان متوسط حالت این در و م�ͳماند منتظر م�ͳدهند انجام را خود ͳفرع و ͳاصل سرویس

است. n

µl
با برابر ،(l = ٢, . . . , k) ام l ͳفرع سرویس برای و nβ١ ͳاصل

متوسط بنابراین .E(Ri) =
γ٢i
٢γi

داریم: باشد، باقیمانده زمان متوسط (i = ١, . . . , k)E(Ri) اگر تعمیر حالت در -٢

م�ͳباشد. i = ١, . . . , k ، n
µl

+
γ٢i
٢γi

است تعمیر حال در سرویس که ͳامΎهن خاص مشتری برای انتظار زمان
بود: خواهد زیر صورت به صف در انتظار زمان متوسط ͳتقریب مقدار بالا نتیجه از استفاده با اکنون

W ∗
q =

∞∑
n=١

nβ١P١(n) +
k∑

l=٢

∞∑
n=١

n

µl
Pl(n) +

∞∑
n=١

(
nβ١ +

γ٢١
γ١

)
Q١(n)

+

k∑
l=٢

∞∑
n=١

(
n

µl
+

γ٢١
γ١

)
Ql(n) =

Ls

ρH

[
β١ρ١δ١ +

k∑
l=٢

(
l−١∏
n=١

rn

)
ρlδl
µl

]

+
١
٢

[
α١ρ١γ

٢
١ +

k∑
l=٢

(
l−١∏
n=١

rn

)
αlρlγ

٢
l

]
.

حساسیت تحلیل ۴

(α١, α٢, α٣) = (٠٫ ٠١,٠٫ ٠۵,٠٫ ٠٣) و r٢ = ٠٫ ٨ ،r١ = ٠٫ ٢ ،λ = ٠٫ ۵ مقادیر با ͳتقریب نتای; دقت بخشمیزان این در
ͳبررس زیر صف�بندی مدل دو برای EX = ٣ و EX = ٢ دسته متوسط اندازه و ͳفرع سرویس دو و ͳاصل سرویس با

م�ͳشود:
.(β١, β٢, β٣) = (٣,٢,٢) و (µ١, µ٢, µ٣) = (٢,١٠,١٠) :M/M/١ مدل
.(β١, β٢, β٣) = (١,٢,١) و (µ١, µ٢, µ٣) = (٣,۴,٩) :M/E٢/١ مدل
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λ ورود نرخ اساس بر W ∗
q و Wq مقایسه :٣ جدول

Models λ E(X) = ٢ E(X) = ٣

Wq W∗
q ٪ Error Wq W∗

q ٪ Error

٠٫ ٢ ٠٫ ١۵ ٠٫ ١٣ ١٧٫ ٨٢ ٠٫ ٢۶ ٠٫ ٢٣ ١١٫ ٨٩

٠٫ ٣ ٠٫ ٢٧ ٠٫ ٢٣ ١۴٫ ۶٧ ٠٫ ۴٨ ٠٫ ۴۴ ٩٫ ٣۵

MX/M/١ ٠٫ ۴ ٠٫ ۴١ ٠٫ ٣۶ ١١٫ ٨۴ ٠٫ ٩ ٠٫ ٨٣ ٨٫ ٢۵

٠٫ ۵ ٠٫ ۶١ ٠٫ ۵۵ ١٠٫ ١۶ ١٫ ٩٣ ١٫ ٧٨ ٧٫ ٧۶

٠٫ ۶ ٠٫ ٩٣ ٠٫ ٨۴ ٩٫ ١١ ٨٫ ۵ ٧٫ ٨۶ ٧٫ ۵٩

٠٫ ٢ ٠٫ ١۵ ٠٫ ١٣ ١٠٫ ۶٧ ٠٫ ٢٣ ٠٫ ٢٢ ٢٫ ٠۵

٠٫ ٣ ٠٫ ٢۴ ٠٫ ٢٣ ۵٫ ٩٣ ٠٫ ۴۴ ٠٫ ۴٣ ٢٫ ۵٩

MX/E٢/١ ٠٫ ۴ ٠٫ ٣٧ ٠٫ ٣۵ ۴٫ ٧ ٠٫ ٨۵ ٠٫ ٨ ۵٫ ٢١

٠٫ ۵ ٠٫ ۵۶ ٠٫ ۵٣ ۵٫ ٠٨ ٢ ١٫ ٨٣ ٨٫ ٧٣

٠٫ ۶ ٠٫ ٨٧ ٠٫ ٨٢ ۶٫ ٣۶ ٣٠٫ ۵٨ ٢۶٫ ۶٩ ١٢٫ ٧٢

µ سرویس نرخ اساس بر W ∗
q و Wq مقایسه :۴ جدول

Models µ E(X) = ٢ E(X) = ٣

Wq W∗
q ٪ Error Wq W∗

q ٪ Error

٢ ١٫ ۶١ ١٫ ۵ ٧٫ ٢٧ ١٫ ٩٣ ١٫ ٧٨ ٧٫ ٧۶

٢٫ ۵ ٠٫ ۶١ ٠٫ ۵۵ ١٠٫ ١۶ ٠٫ ٧۵ ٠٫ ۶٨ ٩٫ ۴٨

MX/M/١ ٠٫ ٣ ٠٫ ٣۴ ٠٫ ٢٩ ١٢٫ ٨٨ ٠٫ ۴٢ ٠٫ ٣٧ ١١٫ ١٢

٣٫ ۵ ٠٫ ٢٢ ٠٫ ١٨ ١۵٫ ۴٣ ٠٫ ٢٧ ٠٫ ٢۴ ١٢٫ ۶٩

۴ ٠٫ ١۵ ٠٫ ١٣ ١٧٫ ٨٢ ٠٫ ٢ ٠٫ ١٧ ١۴٫ ١٨

٢ ٠٫ ۵۶ ٠٫ ۵٣ ۵٫ ٠٨ ٢ ١٫ ٨٣ ٨٫ ٧٣

٢٫ ۵ ٠٫ ٣٢ ٠٫ ٢٩ ۶٫ ٩٧ ٠٫ ٧۴ ٠٫ ۶٨ ٧٫ ۶۴

MX/E٢/١ ٣ ٠٫ ٢١ ٠٫ ١٩ ٩٫ ٣٩ ٠٫ ۴٢ ٠٫ ٣٨ ٧٫ ٨٩

٣٫ ۵ ٠٫ ١۵ ٠٫ ١۴ ١١٫ ٩١ ٠٫ ٢٨ ٠٫ ٢۶ ٨٫ ٧۶

۴ ٠٫ ١٢ ٠٫ ١ ١۴٫ ٣۵ ٠٫ ٢١ ٠٫ ١٩ ٩٫ ٩

(Wq) دقیق انتظار زمان دسته�ها)، متوسط اندازه افزایش (و ورودی نرخ افزایش با که م�ͳشود مشاهده ٣ جدول در
را سرویس نرخ افزایش توسط W ∗

q و Wq تغییرات ۴ جدول م�ͳیابند. افزایش دو هر (W ∗
q ) ͳتقریب انتظار زمان و

جدول م�ͳیابند. کاهش حالت�ها همه در سرویس نرخ افزایش با دو هر ͳتقریب و دقیق انتظار زمان م�ͳدهد. نشان
با م�ͳشود مشاهده نیز جا این در که است سرویس�دهنده ͳخراب نرخ تغییر توسط انتظار زمان تحلیل نشان�دهنده ۵
نرخ افزایش با که م�ͳشود مشاهده ۶ جدول در م�ͳیابند. افزایش حالت�ها همه در W ∗

q و Wq ͳخراب نرخ افزایش
و ورود نرخ با که م�ͳشود گرفته نتیجه بنابراین م�ͳیابند. کاهش حالت�ها همه در W ∗

q و Wq سرویس�دهنده، تعمیر
کرد. کمینه را انتظار زمان م�ͳتوان تعمیر، نرخ و سرویس نرخ افزایش و کم ͳخراب نرخ
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α ͳخراب نرخ اساس بر W ∗
q و Wq مقایسه :۵ جدول

Models α E(X) = ٢ E(X) = ٣

Wq W∗
q ٪ Error Wq W∗

q ٪ Error

٠٫ ٠١ ٠٫ ۶١ ٠٫ ۵۵ ١٠٫ ١۶ ١٫ ٩٣ ١٫ ٧٨ ٧٫ ٧۶

٠٫ ٠٢ ٠٫ ۶٢ ٠٫ ۵۵ ١٠٫ ۴١ ١٫ ٩٧ ١٫ ٨١ ٨٫ ٠۴

MX/M/١ ٠٫ ٠٣ ٠٫ ۶٣ ٠٫ ۵۶ ١٠٫ ۶۵ ٢٫ ٠١ ١٫ ٨۴ ٨٫ ٣١

٠٫ ٠۴ ٠٫ ۶٣ ٠٫ ۵۶ ١٠٫ ٩ ٢٫ ٠۵ ١٫ ٨٨ ٨٫ ۵٨

٠٫ ٠۵ ٠٫ ۶۴ ٠٫ ۵٧ ١١٫ ١۴ ٢٫ ٠٩ ١٫ ٩١ ٨٫ ٨۶

٠٫ ٠١ ٠٫ ۵۶ ٠٫ ۵٣ ۵٫ ٠٨ ٢ ١٫ ٨٣ ٨٫ ٧٣

٠٫ ٠٢ ٠٫ ۵٨ ٠٫ ۵۵ ۵٫ ٩۵ ٢٫ ١۶ ١٫ ٩۵ ٩٫ ٧١

MX/E٢/١ ٠٫ ٠٣ ٠٫ ۶١ ٠٫ ۵٧ ۶٫ ٨ ٢٫ ٣٣ ٢٫ ٠٩ ١٠٫ ۶۶

٠٫ ٠۴ ٠٫ ۶۴ ٠٫ ۵٩ ٧٫ ۶٢ ٢٫ ۵٢ ٢٫ ٢٣ ١١٫ ۵٩

٠٫ ٠۵ ٠٫ ۶۶ ٠٫ ۶١ ٨٫ ۴٢ ٢٫ ٧٣ ٢٫ ٣٩ ١٢٫ ۵١

β تعمیر نرخ اساس بر W ∗
q و Wq مقایسه :۶ جدول

Models ١/γ E(X) = ٢ E(X) = ٣

Wq W∗
q ٪ Error Wq W∗

q ٪ Error

١ ٠٫ ۶٣ ٠٫ ۵٧ ١٠٫ ۵٨ ٢٫ ٠٣ ١٫ ٨٧ ٨٫ ٢٩

٢ ٠٫ ۶٢ ٠٫ ۵۵ ١٠٫ ٢٨ ١٫ ٩۵ ١٫ ٨ ٧٫ ٩

MX/M/١ ٣ ٠٫ ۶١ ٠٫ ۵۵ ١٠٫ ١۶ ١٫ ٩٣ ١٫ ٧٨ ٧٫ ٧۶

۴ ٠٫ ۶١ ٠٫ ۵۵ ١٠٫ ١١ ١٫ ٩٢ ١٫ ٧٧ ٧٫ ۶٩

۵ ٠٫ ۶١ ٠٫ ۵۵ ١٠٫ ٠٧ ١٫ ٩٢ ١٫ ٧٧ ٧٫ ۶۵

١ ٠٫ ٢٣ ٠٫ ٢ ١١٫ ۶۴ ٠٫ ۴۶ ٠٫ ۴٢ ١٠٫ ٣

٢ ٠٫ ٢٢ ٠٫ ٢ ١١٫ ٣٩ ٠٫ ۴۶ ٠٫ ۴١ ٩٫ ٩٢

MX/E٢/١ ٣ ٠٫ ٢٢ ٠٫ ٢ ١١٫ ٢٩ ٠٫ ۴۵ ٠٫ ۴ ٩٫ ٧٩

۴ ٠٫ ٢٢ ٠٫ ٢ ١١٫ ٢۴ ٠٫ ۴۵ ٠٫ ۴ ٩٫ ٧٣

۵ ٠٫ ٢٢ ٠٫ ٢ ١١٫ ٢١ ٠٫ ۴۵ ٠٫ ۴ ٩٫ ۶٩
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علوم و ͳمهندس در آن جایΎاه اطلاعاتو نظریه

١ ق. ،ͳهدتن عابد

مشهد ͳفردوس دانشΎاه ،ͳمهندس دانش΋ده برق، گروه

چ΋یده

های ماده با فیزیͳ΋-ماده ͳش یا (ماده آنها ͳعموم مبحث و ͳعلم های نظریه ͳمبان و ͳعموم ماهیت مرور ضمن

و م�ͳكنيم مطرح ماده جان یا اطلاعات و خبر عنوان با را اطلاعات نظریه ماده-عصاره ͳعموم خواص و دیΎر)

آنالیز نΎاه با سپس م�ͳدهيم. ΀توضی را دیورژانس) و متقابل اطلاعات - ͳآنتروپ) نظریه ͳاصول مفاهیم یا کلمات

ͳاصل وظیفه به کرده ΀تشری را آنها شدن مینیمم - ماکزیمم و آنها تغییرات نحوه - ͳهندس آماری نΎاه هم و ͳتابع

بالقوه ͳتوانای - دار جهت اطلاعات و ها دنباله اطلاعات مرور با آنΎاه م�ͳرسيم. مم΋نات) و ها قله (تعیین نظریه

م�ͳشود. ͳبررس متغیرها انواع و ها سیستم اجزای متقابل تاثر و فیدبΈ-تاثیر و حافظه - علیت مطالعه در نظریه

تحقیقات آخرین به توجه با علوم و ͳمهندس مختلف های رشته در را اطلاعات نظریه امروز جایΎاه بعدی قسمت در

م�ͳكنيم. ترسیم ͳالملل بین

برق: ͳالف-مهندس

پیوسته. الفبا و گسسته مخابراتͳ-الفبا شب΋ه و کاربره چند و نقطه به نقطه کانالهای سیستم: - مخابرات

میدان مخابرات

برق: ديΎر ب-گرايش�هاي

(ͳآنتروپ ماکزیمم تولید - علیت - ͳاطلاعات نظریه (يادگیری اقتصاد -بیولوژی- ͳ΋پزش ͳمهندس - کامپیوتر

مدرن). ͳگراف (کریستالو مواد



پارامتریکردن قید تحت یافته تعمیم ͳآنتروپ اندازه ماکسیمم
یافته تعمیم ͳواگرای اندازه

ر. غ. برزادران، ͳمحتشم و ١ م. طبس، ͳصانع

مشهد ͳفردوس دانشΎاه ،ͳریاض علوم دانش΋ده آمار،

چ΋یده

ͳآنتروپ ماکسیمم مسئله ،به یافته تعمیم ͳواگرای اندازه و یافته تعمیم ͳآنتروپ اندازه یادآوری ضمن مقاله این در

ͳواگرای اندازه مینیمم مسئله معادل، طور به نیز و یافته تعمیم ͳواگرای اندازه کردن پارامتری قید تحت یافته تعمیم

مسئله دو این که دهیم ͳم نشان و پردازیم ͳم یافته تعمیم ͳآنتروپ اندازه کردن پارامتری قید تحت یافته تعمیم

مشاهده داده قرار ͳبررس مورد را خاص آنتروپ�ͳهای از ͳبرخ برای را ن΋ته این داشت. خواهند ی΋سان های جواب

مینیمم و ͳآنتروپ ماکسیمم با تواب΄ وبنابراین هستند همدیΎر مع΋وس قرینه مسئله دو لاگرانژ ضرایب که نمودیم

بود. خواهند معادل ͳواگرای اندازه

متغیره. دو نرمال مفصل، متقابل،تاب΄ اطلاع شانون، ͳآنتروپ کلماتکلیدی:

١Email: Sanei@um.ac.ir
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مقدمه ١

ͳتلاش�های آنها جمله از تعریفشده�اند ٢ شانون ͳآنتروپ از غیر زیادی ͳآنتروپ اندازه�های اطلاع، نظریه آماری متون در
کاربردی اهداف منظور به نمود. ͳمعرف ١٩۶١ درسال αرا مرتبه ͳرن ͳآنتروپ اندازه وی شد انجام ٣ͳرن توسط که بود
ͳآنتروپ از صعودی تاب΄ Έی خود که کردند تعریف ١٩۶٧ سال در را s مرتبه ͳآنتروپ اندازه ۴ چاروات و هارودا تر،
کردند. ͳمعرف را t نوع ͳ۶آنتروپ آریموتو نیز sو جه در و ١ مرتبه ͳآنتروپ ۵ میتال و شارما همچنین باشد. ͳم ͳرن
h, مختلف تواب΄ برای که کردند تعریف h, ϕ از ͳتابع صورت به را ͳآنتروپ اندازه از ͳکل ش΋ل ٧ هم΋اران و مینندز

دهد. ͳم نتیجه را بالا در شده ذکر ͳآنتروپ های اندازه از Έی ϕهر

Hh
ϕ (p(x)) = h(

n∑
i=١

ϕ(pi(x))) (١)

ϕ : [٠,∞) → R این΋ه یا و است. صعودی تاب΄ Έیh : R → Rو مقعر تاب΄ Έی ϕ : [٠,∞) → R رابطه این در که
تاب΄ Έیhو مقعر تاب΄ Έی ϕ کرد خواهیم فرض ادامه در باشد. ͳم ͳنزول تاب΄ Έیh : R → R و محدب تاب΄ Έی

اند. شده آورده ͳآنتروپ های اندازه از ͳبرخ زیر جدول در است. صعودی

ͳآنتروپ مختلف های اندازه از ͳهای مثال :٧ جدول

ϕ(x) h(x) ͳآنتروپ اندازه

−xlogx x Shannon

xα ١
١−α

logx Renyi
١

١−s
(xs − x) x Harvda and Charvat

xlogx e(s−١)x−١

١−s
Sharma and Mittal

x
١
t xt−١

٢t−١−١ Arimoto

xrlogx −٢r−١x Taneja

(١+ λx)log(١+ λx) (١+ ١
λ
)log(١+ λ)− x

λ
Ferreri

xr−m+١ ١
m−r

logx Varmma

مفاهیم اصل این است. بوده نهفته ͳاحتمال سیستم�های از گسترده طیف Έی جواب در جینز ͳآنتروپ ماکسیمم اصل

٢Shannon
٣Renyi
۴Harvda and Charvat
۵Sharma and Mittal
۶Arimoto
٧Menendez et. al.
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تاب΄ فرم به معمولا ͳآنتروپ ماکسیمم دارای توزی΄ م�ͳآمیزد. هم در را ... و بهینه�سازی آماری، استنباط اطلاع، نظریه
تغییرات دامنه ازای به باشد معلوم مختلف مراتب گشتاور�های که ͳامΎهن و شود. ͳم بیان محدودیت�ها از ͳنمای
و ماکسیمم ͳرن ͳآنتروپ م�ͳدهد. نتیجه ماکسیمم ͳآنتروپ توزی΄ عنوان به را مشهوری توزی΄�های ،ͳتصادف متغیر
و کستا است. شانون ͳآنتروپ از بزرگتری کلاس به ماکسیمم ͳآنتروپ ایده توسی΄ نیز ماکسیمم سالیس ͳت ͳآنتروپ
یا و ماکسیمم ͳرن ͳآنتروپ اساس بر ͳمشخصه�های و تعبیرها ١١برچر ، وجانسون ویΎنات ١٠ ٩. بشیرو ٨ هم΋اران،

داده��اند. ارائه چند�متغیره و ی�Έمتغیره حالت�های در ماکسیمم ت�ͳسالیس ͳآنتروپ
اگر باشد. ͳم توزی΄ دو بین موجود رابطه میزان محاسبه ما هدف باشیم داشته f,g احتمال ͳالΎچ تاب΄ دو کنید فرض

از: است ١٢عبارت سیزار تعمیم�یافته ͳواگرای اندازه f,g احتمال ͳالΎچ تاب΄ دو باشدبرای محدب تاب΄ Έیϕ

Dϕ(f ||g) =
n∑

i=١
giϕ(

fi
gi
) (٢)

م�ͳدهد. نتیجه را مختلف ͳواگرای سیزاراندازه�های اطلاع اندازه باشد شده تعریف چΎونه ϕ تاب΄ این΋ه حسب بر
شده�اند. خلاصه ٢ جدول در اندازه�ها ازاین ͳبرخ

ͳواگرای مختلف اندازه�های از ͳهای مثال :٨ جدول

ϕ(x) ͳواگرای اندازه نام

xlogx Kullback-Libeler

xα Renyi divergence

xα Tsallis divergence
(١−

√
t)٢

٢ Hlinger divergence

(t− ٢(١ χ٢divergence

را ت�ͳسالیس توزی΄�های لایبر Έکولب اطلاع کردن پارامتری تحت شانون ͳآنتروپ ماکسیمم�کردن با ٢٠٠٨ برچر
ͳآنتروپ ماکسیمم موضوع به نهایت در مسئله، صورت به میانΎین محدودیت اضافه�کردن با سپس و کرد استخراج
ͳرن ͳآنتروپ ماکسیمم�کننده تعمیم�یافته، پاراتوی توزی΄ که داد نشان ادامه در و رسید میانΎین محدودیت تحت ͳرن
کردن پارامتری تحت کولبΈلایبر اطلاع کردن مینیمم مسئله که م�ͳکند بیان ونیز م�ͳباشد. یادشده محدودیت تحت

م�ͳشود. منجر ͳسان΋ی جواب به نیز شانون ͳآنتروپ اندازه
٨Costa, et. al
٩Bashkirov

١٠ Johnson and Vignat
١١Berecher
١٢Csiszar
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پژوهش دست�آورد�های ٢

در که است ͳتوزی΄�های همه بین در احتمال توزی΄ ترین نااریب یافتن جینز، ͳآنتروپ ماکسیمم اصل ͳاساس ادعای
باید واق΄ در است. اطلاعات آوردن بدست با قطعیت عدم کاهش ما هدف م�ͳکند. صدق محدودیت�ها از یΈسری
بΎذریم. است نشده داده ما به آنچه از محتاطانه و کنیم استفاده شده داده ما به که ͳاطلاعات همه از باید که گفت
ماکسیمم نمیدانیم را آنچه مورد در قطعیت عدم دیΎر عبارت به است. باستان معرفت و دانش از اصل Έی این

است. انجام برای کار درست�ترین این که م�ͳکنیم
به مفید ͳخیل کنیم تصور g ͳدم توزی΄ عنوان به را f توزی΄ این΋ه باشیم داشته f,g احتمال ͳالΎچ تاب΄ دو کنید فرض
موجود رابطه کشف ما هدف و م�ͳکنند پیدا ͳ΋نزدی رابطه باهم ها توزی΄ این مواردی چنین Έی در م�ͳرسد. نظر
قید تحت شانون ͳآنتروپ ماکسیمم مسئله ٢٠٠٨ برچر شد ذکر مقدمه در که همانΎونه است. توزی΄ دو این بین
ͳآنتروپ کردن پارامتری قید تحت لایبر Έکولب اطلاع مینیمم معادل بطور و لایبر Έکولب اطلاع کردن پارامتری
بر ͳسع مقاله این در شوند. ͳم معادل و ی΋سان جواب�های به منجر مسئله دو این که داد نشان و داده انجام را شانون
ͳواگرای اندازه لایبر، Έکولب اطلاع جای به نیز و یافته تعمیم ͳآنتروپ اندازه از شانون ͳآنتروپ جای به که داریم این
برچر کار همچنین کنیم. ͳبررس یافته تعمیم اندازه�های این برای را موضوع این و گرفته کار به را سیزار یافته تعمیم

م�ͳگیریم. نتیجه آن از خاص حالت Έی عنوان به را
م�ͳگیریم نظر زیردر صورت به را تعمیم�یافته ͳآنتروپ اندازه کار ͳراحت برای و باشد صعودی تاب΄ Έی h این΋ه بافرض

Hϕ(f) =

∫
ϕ(f(x))dx (٣)

از: است عبارت مسئله اولین

maxHϕ(f(x)) = −
∫

ϕ(f(x))dx

s.t. (۴)

Dϕ(f(x)||g(x)) =
∫

g(x)ϕ(
f(x)

g(x)
)dx = θ

ͳمبن دارد وجود دیΎری مسئله این با متناظر باشد. پیوسته مطلقا g به نسبت f که است این مستلزم Dϕ(f ||g) تعریف
داریم آن�ها برای که است ͳتوزی΄�های همه بین در تعمیم�یافته ͳواگرای اندازه مینیمم با ͳتوزیع جستجوی در این΋ه بر

Hϕ(f(x)) = θ
′

دیΎر: عبارت به

minDϕ(f(x)||g(x)) =
∫

g(x)ϕ(
f(x)

g(x)
)dx

s.t. (۵)

Hϕ(f(x)) = −
∫

ϕ(f(x))dx = θ
′
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م�ͳرساند. ی΋سان جواب�های به مارا بالا مسئله دو از Έی هر حل که م�ͳدهیم نشان ادامه در

مسئله اولین حل ١.٢

سری Έی از بعد و گرفته مشتق معادله این طرفین از f تاب΄ به ونسبت داده تش΋یل لاگرانژرا معادله ابتدا حل برای
داشت: خواهیم جبری عملیات

−
∫

ϕ(f(x))dx− β(

∫
g(x)ϕ(

f(x)

g(x)
)dx− θ)

− λ(

∫
f(x)dx− ١) = ٠

⇒ −ϕ
′
(f(x))− βϕ

′
(
f(x)

g(x)
)− λ = ٠

⇒ −ϕ
′
(f(x)) +

∫
f(x)ϕ

′
(f(x))

= β[−
∫

f(x)ϕ
′
(
f(x)

g(x)
) + ϕ

′
(
f(x)

g(x)
))]

⇒ β =
−ϕ

′
(f(x)) +

∫
f(x)ϕ

′
(f(x))

−
∫
f(x)ϕ′( f(x)g(x) ) + ϕ′( f(x)g(x) )

(۶)

عددی های کمΈروش به نیز ϕو تاب΄ ضرایب، این جایΎذاری با اند آمده دست به λ, β لاگرانژ ضرایب ترتیب بدین
رویم. ͳم بالا در قیدشده مسئله دومین حل سراغ به حال آوریم. ͳم دست به را بالا معادله کننده ماکسیمم تاب΄

مسئله دومین حل ٢.٢

ͳم لاگرانژ ضرایب آوردن بدست و طرفین از گیری مشتق سپس و لاگرانژ معادله تش΋یل مرحله اولین نیز اینجا در
باشد.

∫
g(x)ϕ(

f(x)

g(x)
)dx+ β

′
(−
∫

ϕ(f(x))dx− θ
′
)

− λ(

∫
f(x)dx− ١) = ٠

⇒ ϕ
′
(
f(x)

g(x)
)− β

′
ϕ

′
(f(x))− λ = ٠

⇒ ϕ
′
(
f(x)

g(x)
)−

∫
f(x)ϕ

′
(
f(x)

g(x)
)

= β
′
(ϕ

′
(f(x)−

∫
f(x)ϕ

′
(f(x))

⇒ β
′
=

ϕ
′
( f(x)g(x) )−

∫
f(x)ϕ

′
( f(x)g(x) )

ϕ′(f(x)−
∫
f(x)ϕ′(f(x))

(٧)
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ͳآنتروپ اندازه ماکسیمم دارای تاب΄ که گیریم ͳم نتیجه اساس این بر و β′
= − ١

β که یابیم ͳم مقایسه و دقت ͳکم با
تواب΄ از ͳبرخ قراردادن با ادامه در بود. خواهند معادل یافته تعمیم ͳواگرای اندازه مینیمم دارای تاب΄ با یافته تعمیم

پردازیم. ͳم موضوع این به بیشتر بالا مسئله دو در ٢ و ١ جداول از ϕ(x)

این در داریم. را لایبر Έکولب اطلاع اندازه و شانون ͳآنتروپ اندازه ͳیعن ϕ(x) = xlogx قراردهیم اگر .١ مثال
از: است عبارت لاگرانژ ضریب مقدار و ϕ

′
(x) = ١+ logx صورت

β =

∫
f(x)logf(x)− logf(x)

log f(x)
g(x) −

∫
f(x)log f(x)

g(x)

β
′
=

log f(x)
g(x) −

∫
f(x)log f(x)

g(x)

−
∫
f(x)logf(x) + logf(x)

و شانون ͳآنتروپ برای مسئله دو این حل که بود رسیده مشابه نتیجه این به هم برچر شد ذکر قبلا که همانΎونه
م�ͳشود. ی΋سان نتای; به منجر لایبر Έکولب اطلاع

ϕ
′
(x) = αxα−حالت١ این در داریم را ͳرن ͳواگرای اندازه و ͳرن ͳآنتروپ اندازه ͳیعنϕ(x) = xα فرضکنید مثال٢.

: از است عبارت مسئله این برای لاگرانژ ضرایب مقادیر همچنین

β =

∫
f(x)α − f(x)α−١

( f(x)g(x) )
α−١ −

∫
( f(x)g(x) )

α−١f(x)

β
′
=

( f(x)g(x) )
α−١ −

∫
( f(x)g(x) )

α−١f(x)

−
∫
f(x)α + f(x)α−١

است. صادق بالا موضوع نیز ͳرن ͳواگرای اندازه و ͳرن ͳآنتروپ برای که م�ͳکنید ملاحظه

ͳواگرای اندازه و چاروات) هارودا ͳسالیس(آنتروپ�ͳت ͳآنتروپ ͳیعنϕ(x) = ١
١−s (x

s − s) کنید فرض .٣ مثال
به را ما مسئله این برای لاگرانژ ضرایب مقادیر محاسبه ϕ

′
(x) = s

١−s (x
s−١ − حالت(١ این در داریم را ت�ͳسالیس

م�ͳرساند: زیر عبارات

β =
f(x)s−١ −

∫
f(x)s∫

f(x)( f(x)g(x) )
s−١ − ( f(x)g(x) )

s−١

β
′
=

( f(x)g(x) )
s−١ −

∫
( f(x)g(x) )

s−١f(x)

−
∫
f(x)s + f(x)s−١

دست به ی΋سان جواب مسئله دو حل نیز ت�ͳسالیس ͳواگرای اندازه و ت�ͳسالیس ͳآنتروپ برای که م�ͳکنید ملاحظه
م�ͳدهد.

این برای متناظر لاگرانژ ضرایب مقادیر s = α اگر که هست این (٣.٢) و (٢.٢) مثال دو در قابل�توجه ن΋ته
ت�ͳسالیس ͳآنتروپ از صعودی ͳتابع ͳرن �ͳآنتروپ که کرد اضافه باید هم را ن΋ته این البته باشند. ͳم برابر مثال دو

م�ͳباشد.
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گیری نتیجه ٣

ماکسیمم مسئله به ادامه در . کردیم یادآوری را یافته تعمیم ͳواگرای اندازه و یافته تعمیم ͳآنتروپ اندازه ابتدا در
اندازه مینیمم مسئله معادل طور به نیز و یافته تعمیم ͳواگرای اندازه کردن پارامتری قید تحت یافته تعمیم ͳآنتروپ
مسئله دو این که دادیم نشان و پرداختیم یافته تعمیم ͳآنتروپ اندازه کردن پارامتری قید تحت یافته تعمیم ͳواگرای
داده�ایم. قرار ͳبررس مورد خاص ͳآنتروپ اندازه�های از ͳبعض برای را مسئله این داشت. خواهند ی΋سان های جواب
و ͳآنتروپ ماکسیمم با تواب΄ وبنابراین هستند همدیΎر مع΋وس قرینه مسئله دو لاگرانژ ضرایب که نمودیم مشاهده

بود. خواهند معادل ͳواگرای اندازه مینیمم
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آن از کاربردی و تعمیم�یافته لمبدای اساستوزی΄ بر شاخصتایل

م.٢ محمدی، و ١ م. ،ͳامين ر.١، غ. برزادران، ͳمحتشم ،١ ا. کدخدا،

مشهد ͳفردوس دانشΎاه ،ͳریاض علوم دانش΋ده آمار، گروه ١

زابل دانشΎاه پايه، علوم دانش΋ده آمار، گروه ٢

چ΋یده

مروری ابتدا راستا این در است. تعمیم�یافته لمبدای توزی΄ برای تایل شاخص محاسبه�ی مقاله این ͳاصل هدف

انتها در کرد. خواهیم ͳمعرف را تایل شاخص و ͳآنتروپ آن از پس و تعمیم�یافته لمبدای توزی΄ بر داشت خواهیم

در شده پذیرفته شرکت�های سود و درآمد هزینه، داده�های برای را تعمیم�یافته لمبدای توزی΄ با متناظر تایل شاخص

م�ͳنماییم. محاسبه تهران بهادار اوراق بورس بازار

تایل. شاخص اطلاع، نظریه تعمیم�یافته، لمبدای توزی΄ کلماتکلیدی:

مقدمه ١

مختلف اقشار بین در ثروت و درآمد ناعادلانه توزی΄ کرده، مواجه مش΋ل با را امروزی جوام΄ که ͳموضوعات از ͳ΋ی
اقتصاددانان از بسیاری توجه نابرابری این میزان محاسبه�ی این�رو از است. جامعه در اقتصادی نابرابری بروز و جامعه
برای متعددی شاخص�های و معیارها موضوع، این اهمیت به توجه با است. کرده جلب خود به را سیاست�گذاران و
درآمد توزی΄ نمایش برای را منحن�ͳای لورنز اوتو ماکس ١٩٠۵ سال در شده�اند. پیشنهاد نابرابری میزان اندازه�گیری
تعریف لورنتس ͳمنحن اساس بر زیادی نابرابری سنجش معیارهای است. مشهور لورنتس ͳمنحن به که کرد پیشنهاد
افزایشحساسیت�ها با کرد. اشاره زنΎا ضریب و ͳفرون بن ضریب ،ͳجین ضریب به م�ͳتوان آنها میان از که است شده
ات΋ینسون شاخص تایل، شاخص نظیر دیΎری معیارهای و شاخص�ها نابرابری اندازه�گیری و درآمد توزی΄ به نسبت

١Email: ekadkhoda@gmail.com
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این در واق΄ در کرد. خواهیم تمرکز تایل شاخص روی بر ما میان این از که گردیدند ͳمعرف هرفیندال، شاخص و
است. شده استفاده جامعه نابرابری میزان اندازه�گیری برای اطلاع نظریه و ͳآنتروپ مفهوم از شاخص

به مناسب درآمدی توزی΄ Έی ابتدا که است ترتیب بدین نابرابری معیارهای این محاسبه�ی روش�های از ͳ΋ی
از منظور این برای کنیم محاسبه را نابرابری معیارهای سپس نماییم برآورد را توزی΄ پارامترهای و داده برازش داده�ها
روش م�ͳنماییم. استفاده م�ͳباشد، ͳدارای و درآمد داده�های زمینه��ی در پرکاربرد ͳتوزیع که تعمیم�یافته لمبدای توزی΄

نماییم. محاسبه را آنها مستقیم صورت به داده�ها برای ͳخاص توزی΄ گرفتن نظر در بدون که است این دیΎر
با تهران بورس بازار در شده پذیرفته شرکت�های کلیه بهادار اوراق فروش از حاصل سود داده�های برای اینجا در

کرد. خواهیم محاسبه را تایل شاخص مقدار شده ذکر روش دو هر از استفاده

پارامتر برآورد روش�های و تعمیم�یافته لمبدای� توزی΄ ٢

ͳتوک جان توسط ١٩۶٠ سال در که است ͳتوک پارامتری Έت توزی΄ از ͳتعمیم GLD تعمیم�یافته لمبدای توزی΄
سال در را است مشهور RS −GLD به که پارامتری چهار تعمیم این کردن پارامتری روش اولین است. شده ͳمعرف

با برابر که م�ͳشود مشخص چندک�ͳاش تاب΄ با و کردند پیشنهاد اشمیزر و رمبرگ ١٩٧۴

QRS(u) = λ١ +
uλ٣ − (١− u)λ۴

λ٢
(١)

که م�ͳآید بدست fRS(x) = λ٢
λ٣uλ١−٣+λ۴(١−u)λ۴−١ رابطه�ی از x = F−١(u) نقطه�ی در آن ͳالΎچ تاب΄ و است

λ۴ و λ٣ از ͳمعلوم ترکیبات که کردند ذکر (١٩٧٩) هم΋اران و رمبرگ .(٢٠٠٠ دودی΋س و (کاریان u ∈ [٠,١]

و کاریان به را خواننده دقیقتر مطالعه برای نم�ͳباشد. معتبر ͳاحتمال توزی΄ Έی آنها در فوق توزی΄ تاب΄ که هستند
هم΋اران و فریمر ،(λ٣, λ۴)صفحه�ی همه�ی روی توزی΄ ت΋یه�گاه توسی΄ برای م�ͳدهیم. ارجاع (٢٠٠٠) دودوی΋ز[٣]

با است برابر که کردند ͳمعرف را FMKL کردن پارامتری روش

QFMKL(u) = λ١ +
١
λ٢

(
uλ٣ − ١

λ٣
− (١− u)λ۴ − ١

λ۴
) (٢)

با: است برابر آن ͳالΎچ تاب΄ و م�ͳشود تعریف (λ٣, λ۴) صفحه همه�ی روی و
fFMKL(x) =

λ٢
uλ١−٣ + (١− u)λ۴−١ , ٠ ≤ u ≤ ١.

اگر: تنها و اگر دارد وجود GLD ،k مرتبه گشتاور .١.٢ قضيه

min(λ٣, λ۴) > −١
k
.

روابط از ترتیب به آن کردن پارامتری روش دو هر برای تعمیم�یافته لمبدای توزی΄ ͳریاض امید ͳطرف از
µRS = λ١ +

١
λ٢

(
١

١+ λ٣
− ١

١+ λ۴
)
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و

µFMKL = λ١ −
١

λ٢λ٣
+

١
λ٢λ۴

+
١
λ٢

(
١

λ٣(λ٣ + ١)
− ١

λ۴(λ۴ + ١)
)

که دارند وجود ͳصورت در تنها مقادیر این قضیه١.٢ به توجه با که م�ͳآیند بدست

min(λ٣, λ۴) > −١.

کنید. مراجعه (٢٠٠٠) موزر[١] و ͳلاخان به دقیقتر مطالعه برای
باید لذا است. تایل شاخص محاسبه سپس و داده مجموعه Έی به GLD برازش هدف شد اشاره که همانطور
که است شده ارایه ͳمتفاوت روشهای توزی΄ این پارامترهای برآورد برای نماییم. برآورد را توزی΄ پارامترهای ابتدا در
ار تحقیق این در ما کرد. اشاره ماکسیمم ͳدرستنمای و starship صدکها، گشتاورها، روش به م�ͳتوان آنها میان از
شبه اعداد از است، شده ارائه (٢٠٠٧) سو[۴] توسط که روش این در م�ͳکنیم. استفاده ماکسیمم ͳدرستنمای روش
ورودی مقادیر یافتن جهت FMKL − GLD برای گشتاورها روش و RS − GLD برای صدکها روش و ͳتصادف
تا م�ͳبندیم ب΋ار ͳدرستنمای عددی لΎاریتم کردن ماکسیمم برای را ورودی مقادیر این سپس م�ͳکنیم. استفاده

م�ͳشود: خلاصه گام ۴ در ماکسیمم ͳدرستنمای روش الΎوریتم بیابیم. را مناسب GLD پارامترهای

در کنید. تعیین را شده انتخاب ورودی مقادیر تعداد همچنین و λ۴ و λ٣ برای ورودی مقادیر از محدوده�ای :١ گام
مقادیر تعداد فرض پیش طور به م�ͳشود. استفاده ͳتصادف شبه اعداد تولید برای سوبول دنباله از R افزار نرم

م�ͳشود. گرفته نظر در ١٠٠٠٠ فرض پیش

GLD کردن پارامتری در که ورودی مقادیر مجموعه�ی کنید. محاسبه λ۴ و λ٣ از هرکدام برای را λ٢ و λ١ :٢ گام
کنید. حذف را آنها و کرده ͳتلق قبول غیرقابل ندهند، پوشش را ها داده مجموعه فضای همه�ی یا ن΋نند صدق
و
√

(ρ̂٣ − ρ٢(٣ − (ρ̂۴ − ρ۴)٢ مقدار کمترین که بیابید را مجموعه�ای باقیمانده شروع نقاط مجموعه میان در
استفاده مورد بهینه�سازی فرآیند برای مقادیر مجموعه این حال کند. تولید را

√
(α̂٣ − α٢(٣ − (α̂۴ − α۴)٢

م�ͳگیرد. قرار

FMKL−GLD و RS−GLD برای را ui صدکهای (٣) و (١) فرمول�های در ورودی مقادیر جایΎذاری با :٣ گام
بیابید.

کنید. جایΎذاری ((٣) و (۴) (عبارات ͳدرستنمای عددی لΎاریتم فرمولهای در را ٣ گام در آمده بدست ui :۴ گام

MLRS =
n∑

i=١
log[

λ٢

λ٣u
λ١−٣
i + λ۴(١− ui)λ۴−١

] (٣)

MLFMKL =

n∑
i=١

log[
λ٢

uλ١−٣
i + (١− ui)λ۴−١

] (۴)
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بدست دیΎر عددی سازی مینیمم الΎوریتم هر یا نلدر-مید سیمپل΋س الΎوریتم از استفاده با بهینه مقدار :۵ گام
م�ͳآید.

نرم در GLDEX بسته در ماکسیمم ͳدرستنمای روش از استفاده با آن مناسب پارامترهای یافتن و GLD برازش برای
م�ͳکنیم. استفاده fun.data.fit.mm تاب΄ از R افزار

اطلاع نظریه و ͳآنتروپ ٣

با که است مدنظر H تاب΄ اطلاع نظریه در باشد، گسسته پیشامد Έی وقوع احتمال pi, i = ١,٢, ..., n کنید فرض
که تاب΄ این م�ͳدهد. نشان را احتمال توزی΄ Έی در موجود اطلاع میزان و دارد ع΋س رابطه�ی پیشامد وقوع احتمال

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به و شد ͳمعرف ١٩۴٨ [٢] شانن توسط بار نخستین دارد، نام ͳآنتروپ

H = −
n∑

i=١
pi log pi (۵)

که م�ͳباشد log n آن مقدار بیشترین و است ͳنامنف همواره گسسته متغیر برای ͳآنتروپ است. ∑n
i=١ pi = ١ آن در و

داشته را حتمیت عدم بیشترین حالت این در واق΄ در باشد برابر پیشامدها همه�ی وقوع احتمال که میدهد رخ ͳزمان
داد. خواهد رخ پیشامد کدام نم�ͳدانیم که است جهت این از حتمیت عدم و داشت خواهیم
با است برابر ͳآنتروپ ،f(x) احتمال ͳالΎچ تاب΄ با X پیوسته مطلقاً ͳتصادف متغیر برای

H =

∫ ∞

٠
f(x) log f(x)dx (۶)

ی΋نواخت ͳالΎچ تاب΄ به ͳالΎچ چه هر ͳعبارت به م�ͳگیرد، اندازه را f(x) ͳالΎچ تاب΄ اغتشاش و ͳنظم�ͳب میزان که
شد. خواهد مش΋ل�تر آن براساس تصمیم�گیری و م�ͳشود کمتر نیز ͳآنتروپ مقدار باشد نزدی�Έتر

شاخصتایل ۴

نظریه در ͳآنتروپ مفهوم پایه بر که کرد ͳمعرف درآمد توزی΄ ͳارزیاب برای یΈشاخصجدید تایل[۵] ١٩۶٧ سال در
م�ͳشود. تعریف عادلانه درآمد ͳآنتروپ از جامعه درآمد توزی΄ ͳآنتروپ میان تفاضل صورت به و است استوار اطلاع
در درآمد سهم از حادثه Έی رخداد احتمال از استفاده جای به درآمد توزی΄ در اطلاع نظریه کاربرد بحث در تایل

کرد. استفاده جامعه
iام فرد درآمد سهم صورت این در .xi ≥ ٠ که دهد نشان را جامعه افراد درآمدهای xn و ... و x٢ ،x١ فرضکنید
ͳآنتروپ میان تفاضل تایل شاخص تعریف طبق م�ͳدهد. نشان را جامعه کل درآمد میانΎین x که م�ͳباشد xi

nx با برابر
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است برابر و م�ͳگیرد اندازه را باشد ١
n فرد هر درآمد سهم که ͳزمان ͳیعن عادلانه درآمد ͳآنتروپ از جامعه درآمد سهم

با:

T =
١
n

n∑
i=١

log
١
n
−

n∑
i=١

xi

nx
log

nx

xi

=
١
n

n∑
i=١

xi

x
log

xi

x
(٧)

م�ͳکند. تغییر درآمد) توزی΄ کامل نابرابری (حالت log n و درآمد) توزی΄ کامل برابری (حالت صفر بین شاخصتایل
با: بود خواهد برابر تایل شاخص صورت این در شود گرفته نظر در پیوسته درآمد توزی΄ جامعه افراد برای اگر

T =

∫ ∞

٠

x

µ
log

x

µ
dF (x) =

∫ ١

٠

Q(u)

µ
log

Q(u)

µ
du. (٨)

تاب΄ Q(u) و µ ͳمتناه میانΎین و ͳنامنف ͳحقیق اعداد مجموعه�ی زیر دامنه�ی با ͳتجمع توزی΄ تاب΄ F (x) آن در که
م�ͳباشد. X ͳتصادف متغیر ͳچندک

یافته تعمیم لمبدای اساستوزی΄ بر شاخصتایل ۵

شاخص (٨) فرمول از استفاده با آنΎاه کنیم استفاده درآمد داده�های توزی΄ برای تعمیم�یافته لمبدای توزی΄ از اگر
م�ͳآید: بدست توزی΄ این کردن پارامتری نوع دو هر برای تایل

TRS =

∫ ١

٠

(λ١λ٢ + uλ٣ − (١− u)λ۴

µRSλ٢

)
log
(λ١λ٢ + uλ٣ − (١− u)λ۴

µRSλ٢

)
du, (٩)

TFMKL =

∫ ١

٠

( λ١
µFMKL

+
١

λ٢µFMKL
(
uλ٣ − ١

λ٣
− (١− u)λ۴ − ١

λ۴
)
)

log
( λ١
µFMKL

+
١

λ٢µFMKL
(
uλ٣ − ١

λ٣
− (١− u)λ۴ − ١

λ۴
)
)
du, (١٠)

و (٩) انتΎرال�های آوردن بدست م�ͳباشند. RS و FMKL پارامتری روش میانΎین ترتیب به µRS و µFMKL که
م�ͳآوریم. بدست را آنها مونت�کارلو شبیه�سازی با لذا است مش΋ل حدی تا مستقیم روش�های به (١٠)

یافته�هایعددی ۶

از که تهران بهادار اوراق بورس در شده پذیرفته شرکت�های کلیه فروش از حاصل سود و درآمد هزینه، تحقیق این در
اطلاعات ارائه�ی جهت ابتدا گرفته�ایم. نظر در را داشته�اند، مستمر فعالیت ١٣٩١ سال پایان تا ١٣٩٠ سال ابتدای
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جدول٩ شرح به نتای; که پرداخته�ایم سود و درآمد هزینه، متغیرهای ͳتوصیف آمار به استفاده، مورد داده�های از ͳکل
است.

داده�ها ͳآمارتوصیف :٩ جدول
ͳکشیدگ ͳΎچول معیار انحراف میانΎین سال

٢١٩٫ ٣٠۶٩ ١۴٫ ٠۴٠۵ ۵١١۴٨٣٫ ٢ ٨٢٧۶٠ ١٣٩٠

هزینه
٢۴٫ ٢٠٩۵ ۴٫ ٣٩۵٧ ١١٣٠۴۴٫ ٨ ۴۶۵١٠ ١٣٩١

١٩٩٫ ٠٢۴ ١٣٫ ٠٠۵٧ ١٠۶٧١٢٣١ ١٨٨٩٠٠٠ ١٣٩٠

درآمد
٣١٫ ۴۵۴۴ ۵٫ ٣۵٠١ ٢۴۴۶٢٩۶ ۶٩٩۶٠٠ ١٣٩١

٨١٫ ٣١٨۶ ٧٫ ٨۶۶۶ ١٣٨٨۵١٨ ٣٩٣۴٠٠ ١٣٩٠

سود
۴٨٫ ١٠۵٩ ۶٫ ۵٩٠۶ ١۵٨٣٠٣٩ ٣٩٧٧٠٠ ١٣٩١

این بیانΎر که م�ͳباشد زیاد داده�ها به مربوط ͳکشیدگ و ͳΎچول مقادیر م�ͳکنیم مشاهده ٩ جدول در که همانطور
دارند. نرمال توزی΄ از زیادی انحراف داده�ها که است حقیقت

FMKL و RS پارامتری روش دو هر برای را GLD پارامترهای ماکسیمم ͳدرستنمای روش از استفاده با سپس
شاخص مقدار و م�ͳدهیم برازش داد�ه�ها این به را GLD توزی΄ و نموده محاسبه سود و درآمد هزینه، متغیر هرسه برای
م�ͳباشد. ١٢ جدول شرح به نتای; که م�ͳکنیم محاسبه آنها برای (١٠) و (٩) فرمول�های(٧)، از استفاده با را تایل

صدق ١.٢ قضیه در شده ذکر شرط در λ۴ و λ٣ مقادیر که است آن دلیل به ١٢ جدول در شده گزارش مبهم مقادیر
برای را تایل شاخص GLD از استفاده با نم�ͳتوان و نم�ͳشود تعریف توزی΄ ͳامیدریاض موارد این در لذا و نم�ͳکنند
پارامترهای که است دلیل این به م�ͳشود دیده TRS ستون در که نیز جدول ∗ مقادیر همچنین کرد. حساب آنها
برازش محدودیت نشان�دهنده�ی و نم�ͳکند تولید را معتبر توزی΄ Έی RS پارامتری روش در داده�ها برازش از حاصل
م�ͳتوان موارد اکثر در و م�ͳدهد نتیجه را بهتری برازش FMKL − GLD ͳکل حالت در م�ͳباشد. RS − GLD

کرد. محاسبه آن اساس بر را تایل شاخص
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بورس شرکت�های سود و درآمد و فروش میزان برای تایل شاخص مقادیر :١٠ جدول
TFMKL TRS T سال

۴٫ ۶٧٨۶ * ٢٫ ٣٧٩٣ ١٣٩٠

هزینه
مبهم * ١٫ ٣١٢۴ ١٣٩١

٣٫ ٢۵٨١ مبهم ٢٫ ٣۴۶٣ ١٣٩٠

درآمد
٢٫ ٣٨٨٠ * ١٫ ٨٣٣٧ ١٣٩١

٢٫ ٠٧٢۴ * ١٫ ٧۴١۵ ١٣٩٠

سود
٢٫ ٢٣٨۴ مبهم ٢٫ ٠۵٧۵ ١٣٩١

پژوهش دست�آورد�های ٧

نابرابری شاخص آن، پارامترهای برآورد روش�های از ͳ΋ی و تعمیم�یافته لمبدای توزی΄ ͳمعرف ضمن پژوهش این در
سود و درآمد هزینه، داده�های برای FMKL − GLD و RS − GLD کردن پارامتری روش دو هر اساس بر را تایل

کردیم. محاسبه تهران، بهادار اوراق بورس در شده پذیرفته شرکت�های کلیه�ی فروش از حاصل
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چ΋یده

متغیرهای از برداری بین چندگانه ͳΎوابست اندازه�گیری برای ͳمعیارهای کولبΈ-لیبلر فاصله و متقابل اطلاع

مقاله این در م�ͳآیند. دست به حاشیه�ای ͳالΎچ تواب΄ و توأم ͳالΎچ تاب΄ برحسب معیارها این هستند. ͳتصادف

فقط که م�ͳدهیم نشان و م�ͳنمائیم محاسبه مفصل تاب΄ برحسب را کولبΈ-لیبلر فاصله و متقابل اطلاع معیار دو

تاب΄ برحسب متقابل اطلاع میزان برآورد برای جدید روش Έی انتها در دارند. ͳΎبست مفصل توام ͳالΎچ تاب΄ به

مورد را برآورد روش دقت میزان همچنین است. اندک بسیار برآورد خطای میزان که نمودیم مشاهده و ارائه مفصل

داده�ايم. قرار ͳبررس

متغیره. دو نرمال مفصل، متقابل،تاب΄ اطلاع شانون، ͳآنتروپ کلماتکلیدی:
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فرشه کارهای با مفصل تاب΄ تاریخچه است. آمار علم اخیر پدیده�های از ͳ΋ی آن کاربردهای و مفصل٢ تاب΄ مطالعه
را توام توزی΄ که گردید مطرح بدین�گونه اس΋لار توسط ١٩۵٩ سال در مفصل نظریه است. شده آغاز (١٩۵١)
نمود. تقسیم م�ͳدهد، نشان را متغیرها ͳΎوابست ساختار که مفصل، تاب΄ و حاشیه�ای توزی΄�های بخش دو به م�ͳتوان
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برده کار به ͳنظم�ͳب و حتمیت عدم چون ͳمفاهیم کم�ͳسازی برای و ͳمعرف Έفیزی علم در اولین�بار ٣ͳآنتروپ مفهوم
ͳآنتروپ شد. استفاده ͳتصادف متغیرهای مشاهدات از حاصل اطلاعات اندازه�گیری برای مفهوم این از بعدها شد.
رخ احتمال از ͳتابع میزان این م�ͳکند. اندازه�گیری بردارد، در پیشامد آن وقوع که را ͳاطلاع میزان پیشامد Έی
باشد. fX(x) ͳالΎچ تاب΄ و FX(x) توزی΄ تاب΄ با پیوسته ͳتصادف متغیر Έی X کنید فرض است. پیشامد دادن

کرد: تعریف زیر صورت به را X ͳتصادف متغیر اطلاع) (مقدار ͳآنتروپ شانون۴

H(X) = −
∫
X

f(x) log f(x) dx. (١)

گویند. نمونه�ای ͳآنتروپ را xn و · · · ،x٢ ،x١ مشاهدات اساس بر ͳآنتروپ برآورد
در ما هدف م�ͳکنیم. استفاده ͳطبیع لΎاریتم از مقاله این در ما است. دلخواه فوق عبارت در لΎاریتم مبنای
و متقابل اطلاع معیارهای واق΄ در م�ͳکنیم. بیان مفصل تاب΄ و اطلاع نظریه بین ͳارتباط که است این مقاله این
قرار ͳبررس مورد نرمال مفصل برای را آن خواص و م�ͳآوریم دست به مفصل تاب΄ حسب بر را کولبΈ-لیبلر فاصله

نمود. خواهیم ͳبررس را پیوسته متغیره دو حالت فقط کار سهولت جهت م�ͳدهیم.بنابراین

خواصآن و مفصل تاب΄ ٢

تاب΄ و FY و FX توزی΄ تواب΄ با ترتیب به ͳتصادف متغیرهای Y و X کنید فرض (١٩۵٩ (اس΋لار، .١.٢ قضيه
طوری�که، به دارد وجود C مانند ͳمفصل صورت این در باشند. F توأم توزی΄

F (x, y) = C(FX(x), FY (y)). (٢)

ی΋تا RanF × RanG روی C صورت این غیر در م�ͳباشد، فرد به منحصر C آن�گاه باشند، پیوسته FY و FX اگر
م�ͳباشند. FY و FX حاشیه�ای توزی΄ تواب΄ برد ترتیب به RanFY و RanFX که بود، خواهد

تاب΄ Έی (٢) رابطه در شده تعریف F تاب΄ آن�گاه باشند، حاشیه�ای تواب΄ FY و FX و مفصل Έی C اگر بالع΋س
باشد. ͳم FY و FX های حاشیه�ای با توأم توزی΄

آن�گاه باشند. C متناظر مفصل و F توأم توزی΄ ،FY و FX توزی΄ تواب΄ با ͳتصادف متغیرهای Y و X کنید فرض
اگر، تنها و اگر مستقل�اند Y و X

C(u, v) = u.v = Π(u, v).

ͳالΎچ تواب΄ با ترتیب به ͳتصادف متغیر دو Y و X کنید فرض دارد. نام (استقلال) حاصلضرب مفصل Π(u, v)

تاب΄ آن�گاه باشند. C مفصل تاب΄ و v = FY (y) و u = FX(x) حاشیه�ای توزی΄ تواب΄ و fY (y) و fX(x) حاشیه�ای

٣Entropy
۴Shannon
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شود، ͳم تعریف زیر صورت به مفصل ͳالΎچ

c(u, v) =
∂٢C(u, v)

∂u ∂v
,

آن�گاه، باشد، Y و X ͳتصادف متغیر دو توأم ͳالΎچ تاب΄ f(x, y) اگر دیΎر، عبارت به یا

c(u, v) =
f(x, y)

fX(x).fY (y)
.

است: زیر صورت به آن پارامتری ش΋ل که است بیضوی مفصل�های خانواه از مفصل تاب΄ این نرمال) مفصل (تاب΄

CGu(u, v, ρ) = Φρ(Φ
−١(u),Φ−١(v))

=

∫ Φ−١(u)

−∞

∫ Φ−١(v)

−∞

١
٢π
√
١− ρ٢

exp
{
− x٢ − ٢ρxy + y٢

١)٢− ρ٢)

}
dx dy

مفصل تواب΄ بیشتر مطالعه برای م�ͳباشد. ρ ͳΎهمبست ضریب با متغیره دو استاندارد نرمال توزی΄ تاب΄ Φρ به�طوری�که
نمود. مراجعه [۵] به م�ͳتوان آن ویژگ�ͳهای و

کولبΈ-لیبلر فاصله و متقابل ،ͳشرط توأم، اطلاع ٣

به توأم اطلاع مقدار دارند، وجود f(x, y) توأم احتمال ͳالΎچ با Y و X پیوسته ͳتصادف متغیر دو حالت�ͳکه در
م�ͳشود: تعریف زیر صورت

H(X,Y ) = −
∫
Y

∫
X

f(x, y) log f(x, y) dx dy.

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به y شرط به x ͳشرط اطلاع مقدار

H(X|Y ) = −
∫
Y

∫
X

f(x, y) log f(x|y) dx dy,

مشابه، طور به

H(Y |X) = −
∫
Y

∫
X

f(x, y) log f(y|x) dx dy.

که، گرفت نتیجه م�ͳتوان ͳسادگ به

H(X,Y ) = H(X) +H(Y |X)

= H(Y ) +H(X|Y )

≤ H(X) +H(Y ).

داریم، باشند، مستقل آماری طور به Y و X اگر

H(X,Y ) = H(X) +H(Y ).
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توزی΄�های ترتیب به و f(x, y) توام ͳالΎچ تاب΄ با Y و X پیوسته ͳتصادف متغیر دو برای متقابل۵ اطلاع مقدار
م�ͳشود: تعریف زیر صورت به fY (y) و fX(x) حاشیه�ای

I(X;Y ) =

∫
Y

∫
X

f(x, y) log
( f(x, y)

fX(x).fY (y)

)
dx dy.

هستند. برقرار متقابل و ͳشرط توام، اطلاع مقدار بین Y و X ͳتصادف متغیر دو برای زیر روابط
I(X;Y ) = H(X) +H(Y )−H(X,Y ) (١

I(X;Y ) = I(Y ;X) (٢
I(X;Y ) = H(X)−H(X|Y ) = H(Y )−H(Y |X) (٣

٠ ≤ I(X;Y ) ≤ min
(
H(X),H(Y )

)
(۴

نمود. تفسیر ͳتصادف متغیرهای بین ͳΎوابست اندازه�گیری برای ابزاری عنوان به م�ͳتوان را متقابل اطلاع .١.٣ ن΋ته�
و X صورت�ͳکه در داشت. خواهیم را متقابل اطلاع میزان کم�ترین و I(X;Y ) = ٠ آن�گاه باشند مستقل Y و X اگر

م�ͳگیرد. را خود مم΋ن مقدار بیشترین I(X;Y ) و I(X;Y ) = H(Y ) ،H(Y |X) = ٠ آن�گاه باشند وابسته کاملا Y

نمود. مراجعه [١] به م�ͳتوان شده بیان روابط اثبات برای

زیر صورت به زیر صورت به f٢(x) و f١(x) ͳالΎچ تاب΄ دو میان فاصله اندازه�گیری جهت کولبΈ-لیبلر۶ فاصله
م�ͳشود: تعریف

KL(f١|f٢) =
∫
X

f١(x) log
f١(x)

f٢(x)
dx.

توام ͳالΎچ تاب΄ بین کولبΈ-لیبلر فاصله صورت�ͳکه در .f١(x) = f٢(x) اگر فقط و اگر است صفر برابر فاصله این
نوشت: م�ͳتوان بخواهیم، را آن�ها حاشیه�ای ͳالΎچ تواب΄ و Y و X پیوسته ͳتصادف متغیر دو

KL
(
f(x, y) ∥ fX(x).fY (y)

)
=

∫
Y

∫
X

f(x, y) log
( f(x, y)

fX(x)fY (y)

)
dx dy.

باشند مستقل Y و X اگر است. پیوسته ͳتصادف متغیر دو ͳΎوابست میزان تعیین برای معیاری فاصله این واق΄ در
نتیجه، در و f(x, y) = fX(x).fY (y) آن�گاه

KL
(
f(x, y) ∥ fX(x).fY (y)

)
= ٠.

است. [٠,+∞) بازه در عددی فاصله این ͳکل حالت در

آورد. دست به را زیر نتای; م�ͳتوان ͳراحت به .(X,Y ) ∼ N٢(µ١, µ٢, σ
٢
١ , σ

٢
٢ , ρ

٢) کنید فرض .۴ مثال
H(X) = log

(
σ١

√
٢πe

)
(١

۵Mutual Information
۶Kulback-Leibler



آن كاربردهای و اطلاعات های اندازه ͳآموزش کارگاه دومین ۵٢

H(X|Y ) = log
(
σ١
√
١− ρ٢

√
٢πe

)
(٢

H(X,Y ) = log
(
٢πeσ١σ٢

√
١− ρ٢

)
(٣

نهایت، در

I(X;Y ) = H(X)−H(X|Y )

= −١
٢
log(١− ρ٢). (٣)

رابطه متقابل اطلاع میزان و دومتغیره نرمال توزی΄ در ρ پارامتر بین م�ͳکنیم مشاهده (٣) رابطه در که همانطور
دارد. وجود مستقیم

اطلاع که گرفت نتیجه م�ͳتوان نیز مطلب این از و شد خواهد صفر برابر متقابل اطلاع مقدار ،ρ = ٠ صورت�ͳکه در
م�ͳکند. بیان را ͳتصادف متغیر دو بین ͳΎوابست ساختار متقابل

مفصل ͳالΎچ اساستاب΄ بر کولبΈ-لیبلر فاصله و متقابل اطلاع ۴

به مفصل ͳالΎچ تاب΄ اساس بر را کولبΈ-لیبلر فاصله و متقابل اطلاع ͳΎوابست سنجش معیارهای بخش این در
مفصل) ͳآنتروپ) م�ͳگردد. ارائه [۴] و [٣] ،[٢] اساس بر بخش این مطالب است، ذکر به لازم م�ͳآوریم. دست
ͳالΎچ تاب΄ و V = FY (y) و U = FX(x) حاشیه�ای توزی΄�های تاب΄ با ترتیب به ͳتصادف متغیر دو Y و X کنید فرض

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به مفصل ͳآنتروپ صورت این در باشند. c(u, v) مفصل
Hc(X,Y ) = −

∫ ١

٠

∫ ١

٠
c(u, v) log c(u, v) du dv = −E

(
log c(u, v)

)
.

م�ͳباشد. حاشیه�ای توزی΄�های از مستقل و است مفصل ͳالΎچ تاب΄ حسب بر ͳتابع فقط مفصل ͳآنتروپ

دیΎر، عبارت به آن�هاست. مفصل ͳآنتروپ ͳمنف با برابر ͳتصادف متغیر دو متقابل اطلاع .١.۴ قضيه

I(X;Y ) = Hc(X,Y ).

برهان.

I(X;Y ) =

∫
Y

∫
X

f(x, y) log
f(x, y)

fX(x).fY (y)
dx dy.

داریم، مفصل ͳالΎچ تاب΄ تعریف به توجه با
I(X;Y ) =

∫
Y

∫
X

c
(
FX(x), FY (y)

)
fX(x).fY (y) log

(
c(FX(x), FY (y))

)
dxdy.

نوشت: م�ͳتوان FY (y) = V و FX(x) = U تبدیل اعمال با

I(X;Y ) =

∫ ١

٠

∫ ١

٠
c(u, v) log c(u, v) du dv

= −Hc(X,Y ).
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متقابل اطلاع میزان که است ͳکاف ͳتصادف متغیر دو مفصل ͳآنتروپ یافتن برای م�ͳکنیم مشاهده که همان�طور
ساختار یافتن برای خوب بسیار معیار Έی مفصل تاب΄ اساس بر متقابل اطلاع برع΋س. یا و کنیم محاسبه را آن�ها
متغیرهای بین استقلال حالت در را خود مقدار کم�ترین و است ͳنامنف معیار این مقدار است. متغیرها بین ͳΎوابست

پذیرفت. خواهد ͳتصادف

آورد: دست به م�ͳتوان ͳراحت به ٣ مثال و قبل قضیه به توجه با را نرمال مفصل ͳآنتروپ .۵ مثال

Hc(X,Y ) =
١
٢
log(١− ρ٢),

است. نرمال مفصل پارامتر ρ آن در که

است: زیر صورت به دومتغیره حالت در مفصل ͳآنتروپ و شانون ͳآنتروپ بین رابطه
H(X,Y ) = H(X) +H(Y ) +Hc(X,Y ).

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به مفصل تاب΄ دو بین کولبΈ-لیبلر فاصله

KL(C١ ∥ C٢) =

∫ ١

٠

∫ ١

٠
c١(u, v) log

c١(u, v)

c٢(u, v)
du dv.

ͳتصادف متغیر دو بین ͳΎوابست ساختار نشان�دهنده حاصلضرب مفصل با مفصل تاب΄ هر بین کولبΈ-لیبلر فاصله
زیرا، است

KL(C ∥ Π) =

∫ ١

٠

∫ ١

٠
c(u, v) log

c(u, v)

π(u, v)
du dv.

م�ͳدانیم، حاصلضرب مفصل تعریف به توجه با ͳطرف از

π(u, v) = Cπ(u, v) =
∂٢Π(u, v)

∂u ∂v
= ١.

نتیجه، در

KL(C ∥ Π) =

∫ ١

٠

∫ ١

٠
c(u, v) log c(u, v) du dv

= −Hc(X,Y ) = I(X;Y ).

مفصل اساستاب΄ کولبΈبر فاصله و متقابل اطلاع برآورد ۵

توسط که ͳمراحل و R نرم�افزار در مفصل تاب΄ افزاری نرم بسته مونت-کارلو، شبیه�سازی Έکم به بخش این در
برآورد ͳتصادف متغیر تعداد هر برای مفصل تاب΄ اساس بر را متقابل اطلاع م�ͳتوان است گردیده ارائه مقاله نویسنده
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نمود.

اطلاع میزان برآورد برای داریم. اختیار در Y و X ͳتصادف متغیر دو از n حجم به ͳتصادف نمونه�ای کنید فرض
م�ͳکنیم: اجرا را زیر مراحل ترتیب به متقابل

م�ͳکنیم. محاسبه را F̂Y n(y) و F̂Xn(x) ترتیب به ͳیعن Y و X ͳتجرب توزی΄ تاب΄ (١
.v̂n = F̂Y n(y) و ûn = F̂Xn(x) م�ͳدهیم قرار (٢

م�ͳدهیم. تشخیص برازش ͳوی΋نی آزمون Έکم به را داده�ها مناسب مفصل تاب΄ (٣
میآوریم. دست به Y و X مقادیر ازای به را (ĉn(ûn, v̂n)) مفصل ͳالΎچ تاب΄ (۴

م�ͳکنیم: برآورد زیر رابطه توسط را متقابل اطلاع مونت-کارلو شبیه�سازی Έکم به

K̂Ln(C ∥ Π) = În(X;Y ) =
١
mn

m∑
i=١

n∑
j=١

log ĉij(ûj , v̂j),

است. نمونه حجم n و شبیه�سازی در ت΋رارها تعداد m آن در که
باشند. ρ ͳΎهمبست ضریب با استاندارد دومتغیره نرمال توزی΄ از ͳتصادف متغیر دو Y و X کنید فرض مثال برای
−١

٢ log(١ − ρ٢) با برابر (جبری) ͳتحلیل صورت به ͳتصادف متغیر دو این برای متقابل اطلاع میزان که م�ͳدانیم
نمونه حجم و ρ پارامتر مختلف مقادیر و نرمال مفصل تاب΄ برای فوق مراحل Έکم به را مقدار این حال است.

است. گردیده ارائه زیر جدول در نرمال مفصل تاب΄ اساس بر متقابل اطلاع برآورد نتای; م�ͳکنیم. برآورد

مشاهده که همان�طور است. حاصلضرب مفصل و نرمال مفصل بین فاصله واق΄ در În(X;Y ) جدول١١ در
مفصل بین فاصله ،ρ مقدار افزایش با است. صفر به Έنزدی و Έکوچ بسیار În(X;Y ) مقدار ρ = ٠ در م�ͳکنیم
ملاحظه که همان�طور است. یافته افزایش متغیرها بین ͳΎوابست زیرا م�ͳیابد، افزایش حاصلضرب مفصل و نرمال
تاب΄ اساس بر متقابل اطلاع برآورد و ͳتحلیل متقابل اطلاع مقدار تفاضل واق΄ در که برآورد خطای مقدار م�ͳکنیم

م�ͳیابد. کاهش نیز نمونه حجم افزایش با مقدار این و است اندک بسیار م�ͳباشد مفصل
مراحل به مربوط (MAD)خطا قدرمطلق میانΎین و (MSE)خطا مربعات میانΎین ،(Bias)ͳاریب میزان انتها در
جدول١٢ مختلفدر نمونه�های حجم و نرمال مفصل پارامتر مختلف مقادیر ازای به را بخش این ابتدای در شده ارائه
میزان که م�ͳکنیم مشاهده است. شده ͳطراح ارائه مقاله این نویسنده توسط نیز قسمت این که نموده�ایم محاسبه
افزایش با مقادیر این است. ناچیز و کم بسیار ͳکل طور به خطا قدرمطلق میانΎین و خطا مربعات میانΎین ،ͳاریب

م�ͳیابند. کاهش نمونه حجم
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نرمال مفصل و دومتغیره نرمال توزی΄ تاب΄ متقابل اطلاع برآورد برای شبیه�سازی بار ١٠٠٠ نتای; :١١ جدول

برآورد خطای قدرمطلق In(X;Y ) În(X;Y ) n ρ

٢٫ ٨٠٨۵٨× ١−١٠ ٠٫ ١۴٣٨۴ ٠٫ ١٣٧٠١ ١٠ −٠٫ ۵

٢٫ ٩٠١٢۶× ١−١٠ ٠٫ ١۴٣٨۴ ٠٫ ١۴۶٢٨ ٢٠

٢٫ ٩٩٠۴٩× ٣−١٠ ٠٫ ١۴٣٨۴ ٠٫ ١۴۶٨٣ ١٠٠

٨٫ ۵٠٣٣۵× ١٠−۶ ٠٫ ١۴٣٨۴ ٠٫ ١۴٣٨٣ ۵٠٠

٢٫ ١٩٩٧٩× ١−١٠۶ ٠ ٢٫ ١٩٩٧٩× ١−١٠۶ ١٠ ٠

٢٫ ١٨۵٨١× ١−١٠۶ ٠ ٢٫ ١٨۵٨١× ١−١٠۶ ٢٠

٢٫ ١٩٣۶٢× ١−١٠۶ ٠ ٢٫ ١٩٣۶٢× ١−١٠۶ ١٠٠

٢٫ ١٩٨١٧× ١−١٠۶ ٠ ٢٫ ١٩٨١٧× ١−١٠۶ ۵٠٠

٢٫ ٨٧١٨۶× ١−١٠ ٠٫ ١۴٣٨۴ ٠٫ ١۴٣٣۴ ١٠ ٠٫ ۵

٢٫ ٨٢٧٧۴× ١−١٠ ٠٫ ١۴٣٨۴ ٠٫ ١٣٨٩٣ ٢٠

٢٫ ۶٢٠۶٨× ٣−١٠ ٠٫ ١۴٣٨۴ ٠٫ ١۴۶۴۶ ١٠٠

١٫ ١٧٠۴١× ٣−١٠ ٠٫ ١۴٣٨۴ ٠٫ ١۴۵٠١ ۵٠٠

نتیجه�گیری ۶

متقابل اطلاع برآورد برای جدید یΈروش همچنین کردیم. بیان اطلاع نظریه و مفصل تاب΄ بین ͳارتباط مقاله این در
کولبΈ-لیبلر فاصله و متقابل اطلاع میزان م�ͳتوان ͳراحت به کردیم. ارائه مفصل تاب΄ اساس بر کولبΈ-لیبلر فاصله و
از دقیق�تر بسیار ͳΎوابست ساختار یافتن برای مقاله این در شده ارائه روش کرد. برآورد مفصل�ها تاب΄ سایر برای را
متقابل اطلاع نم�ͳباشد. ͳخط روابط ͳبررس به محدود و است پیرسون ͳΎهمبست قبیل از ͳΎهمبست معمول روش�های
این م�ͳتوان بیان�شده الΎوریتم Έکم به اما ندارد بسته�ای ش΋ل مفصل�ها تاب΄ از بسیاری برای مفصل تاب΄ اساس بر
م�ͳتوان مفصل، تاب΄ اساس بر بیان�شده کولبΈ-لیبلر فاصله به توجه با کرد. محاسبه ͳمفصل تاب΄ هر برای را معیار

نمود. محاسبه نیز را دیΎر مفصل تاب΄ دو هر بین فاصله
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نرمال مفصل تاب΄ اساس بر متقابل اطلاع برآورد دقت ͳبررس :١٢ جدول

MAD MSE Bias n

٠٫ ٠٠٣٩٢۴ ٠٫ ٠٠٠٠٣٢ ٠٫ ٠٠٠٢۴٢ ١٠

٠٫ ٠٠٢٧٣٨ ٠٫ ٠٠٠٠١٩ ٠٫ ٠٠٠٠٩١ ٢٠

٠٫ ٠٠١٢٨۵ ٠٫ ٠٠٠٠٠٣ ٠٫ ٠٠٠٠۴٧ ١٠٠

٠٫ ٠٠٠۵۵٧ ٠٫ ٠٠٠٠٠١ ٠٫ ٠٠٠٠٣٧ ۵٠٠

مراج΄

.١٣٨٠ مشهد، ͳفردوس دانشΎاه انتشارات اطلاع، نظریه آذرنوش، ͳحسنعل ترجمه لوب؛ در وان الف. .ͳس جان [١]

[2] Blumentritt, T. and Schmid, F. (2012), Mutual information as a measure of multivariate association:

analytical properties and statistical estimation, Journal of Statistical Computation and Simulation.

82, 1257–1274.

[3] Jian, M. and Zengqi, S. (2011), Mutual Information Is Copula Entropy, Tsinghua Science and Tech-

nology. 16, 51-54.

[4] Kumar, P. (2012), Statistical Dependence: Copula Functions and Mutual Information Based Mea-

sures, Journal of Statistics Applications Probability. 1, 1-14.

[5] Nelsen, R.B. (2006). An Introduction to Copulas. Springer.



مفصل ͳآنتروپ در ͳاش΋کن

ر. غ. برزادران، ͳمحتشم و ١ ح. مقدم، پور ͳول

مشهد ͳفردوس دانشΎاه ،ͳرياض علوم دانش΋ده آمار، گروه

چ΋یده

عدم توصیف برای مفصل تاب΄ مفهوم از ،ͳآنتروپ تعریف و اطلاع نظریه از ͳمقدمات بیان از پس مقاله این در

معیار و بیان مفصل، ͳآنتروپ با توأم ͳآنتروپ بین ارتباط سپس م�ͳشود. استفاده ͳاحتمال سیستم�های با مرتبط قطعیت

آنتروپ�ͳهای با توأم ͳآنتروپ ماکسیمم م�ͳشود داده نشان ͳمثال با ادامه در م�ͳشود. ͳبررس مفصل ͳآنتروپ بهینه�سازی

اندازه�ی و مفصل ͳآنتروپ بین ارتباط همچنین است. معادل مفصل ͳآنتروپ نمودن ماکسیمم با معلوم، حاشیه�ای

م�ͳشود. ͳبررس متقابل اطلاع

مفصل. ͳآنتروپ ،ͳآنتروپ اطلاع، انداره�های مفصل، توزی΄، تاب΄ کلماتکلیدی:

اطلاع نظریه از ͳمفاهیم ١

کاهش م�ͳکند. ایفا م�ͳشود، مشاهده که آنچه و اطراف های پدیده از اطلاع داشتن برای ͳحیات نقش قطعیت عدم
که است ͳکس اولین شانون(١٩۴٨) ،(١٩٩٧) درلوپ وان بیان به است. اطلاع افزایش نیازمند قطعیت عدم
نمود. تعریف دارد، ͳآنتروپ به اشاره که را قطعیت، عدم ͳاحتمال اندازه�ی و داد پیوند احتمال، مفهوم با را اطلاع

م�ͳدهد. نشان را X پیوسته متغیر برای شانون (ͳآنتروپ) اطلاع اندازه�ی زیر رابطه�ی

١Email: hosein.valipourmoqhaddam@stu.um.ac.ir
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H(X) = −
∫

f(x) ln f(x)dx = E(ln f(X)) (١)

متغیر دو که ͳحالت در شود. ͳمنف تواند ͳم پیوسته، ͳتصادف متغیر Έی برای شده تعریف H(X) شود توجه
زیر صورت به ( توأم ͳآنتروپ) توأم اطلاع مقدار باشند داشته وجود f(x, y) توأم احتمال ͳالΎچ با Y و X ͳتصادف

م�ͳشود: تعریف

H(X,Y ) = −
∫ ∫

f(x, y) ln f(x, y)dxdy (٢)

م�ͳشود. تحقیق ͳآسان به زیر رابطه�ی

H(X,Y ) = H(Y ) +H(X|Y ) = H(X) +H(Y |X) (٣)

است. برقرار زیر رابطه�ی باشند، مستقل Y و X که ͳزمان

H(X,Y ) = H(X) +H(Y ) (۴)

ͳآنتروپ از توان ͳم ͳشرط ͳآنتروپ از استفاده جای به وابسته�اند ی΋دیΎر به که پیوسته ͳتصادف متغیرهای برای
نتیجه را توأم ͳآنتروپ کاهش Y و X ͳتصادف متغیرهای ͳتصادف ͳΎوابست ،ͳکل حالت در نمود. استفاده مفصل

م�ͳدهد.

مفصل ͳآنتروپ ٢

ͳاساس فرضیه�ی باشند، مستقل متقابل طور به ͳآنتروپ مدل در ͳآنتروپ متغیرهای اگر (١٩۵٧) پژوهشجینز اساس بر
مفصل نظریه�ی از م�ͳتوان ،ͳΎوابست دارای ͳآنتروپ متغیرهای توصیف برای دارد. وجود ماکسیمم، ͳآنتروپ اصل

( لین(٢٠١١) و (ژائو گرفت. Έکم
زیر صورت به را مفصل ͳآنتروپ م�ͳتوان باشد، i = ١, ..., n که ui = Fi(xi) کنید فرض

Hc(U١, ...Un) = −
∫ ١

٠
...

∫ ١

٠
c(u١, ...un) ln c(u١, ...un)du١, ..., dun

م�ͳگیریم. نظر در را I = [٠,١] و (U١, ...Un) = Uپس این از ͳسادگ برای نمود. تعریف

Hc(U) = −
∫
In

c(u) ln c(u)du
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n مجموع صورت به را H(X) توأم ͳآنتروپ م�ͳتوان (١٩۵٩) اس΋لار پژوهش�های و مفصل نظریه�ی اساس بر
نوشت. Hc(U) مفصل توأم ͳآنتروپ و H(Xi) حاشیه�ای ͳآنتروپ

H(X) =

n∑
i=١

H(Xi) +Hc(U) (۵)

Hc(U) مفصل ͳآنتروپ نمودن ماکسیمم با معادل معلوم، حاشیه�ای آنتروپ�ͳهای با توأم ͳآنتروپ نمودن ماکسیمم
(٢٠٠۶) نلسن به بیشتر اطلاعات شوند(برای یادآوری زیر مطالب است بهتر فوق، رابطه�ی برهان بیان از قبل است.

کنید). رجوع

گرفت: نتیجه م�ͳتوان بعدی، n حالت در اس΋لار قضیه�ی استفاده با

F (x١, ...xn) = C(F١(x١), ..., Fn(xn))

م�ͳشود: حاصل زیر صورت به توأم احتمال ͳالΎچ تاب΄ ،ui = Fi(xi) چون فوق، رابطه�ی از ͳجزئ مشتق گرفتن با

f(x١, ...xn) = c(u١, ..., un)
n

Π
i=١

fi(xi) (۶)

است. مفصل ͳالΎچ تاب΄ c(u١, ..., un) که

du = همچنین م�ͳشوند نوشته dx = Πn
i=١ dxi و dui = dFi(xi) = fi(xi)dxi صورت به دیفرانسیل�ها

داد: نشان م�ͳتوان و است Πn
i=١ fi(xi)dxi

∫
In−١

c(u) n

Π
j=١,j ̸=i

duj =

∫
Rn−١

f(x١, ..., xn)

fi(xi)

n

Π
j=١,j ̸=i

dxj =
fi(xi)

fi(xi)
= ١

برهان:
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نوشت. م�ͳتوان رابطه�ی(٢.٢) و شانون ͳآنتروپ تعریف از استفاده با

H(X) = −
∫
Rn

(
c(u) n

Π
i=١

fi(xi)

)
ln

(
c(u) n

Π
i=١

fi(xi)

)
dx

= −
∫
Rn

(
c(u) n

Π
i=١

fi(xi)

)( n∑
i=١

ln fi(xi)

)
n

Π
i=١

dxi

−
∫
Rn

c(u) ln c(u) n

Π
i=١

fi(xi)dxi

= −
n∑

i=١

∫
Rn

(
c(u) n

Π
j=١,j ̸=i

fj(xj)dxj

)
fi(xi) ln fi(xi)dxi

−
∫
In
c(u) ln c(u)du

= −
n∑

i=١

(∫
In−١

c(u) n

Π
j=١,j ̸=i

duj

)(∫
R
fi(xi) ln fi(xi)dxi

)
+Hc(U)

= −
n∑

i=١

∫
R
fi(xi) ln fi(xi)dxi +Hc(U)

=
n∑

i=١
H(Xi) +Hc(U)

لین(٢٠١١) و ژائو و متغیره دو حالت برای هم΋اران(٢٠١٣) و لوو توسط رابطه�ی(١.٢) برای دیΎری اثبات�های
ساختار Hc(U) مفصل ͳآنتروپ از استفاده با توان ͳم (١.٢) رابطه�ی به توجه با است. شده بیان متغیره nحالت برای

نمود. تحلیل را ͳΎوابست
به توجه با م�ͳشود. داده شرح ͳمثال با مفصل، ͳآنتروپ بهینه�سازی(ماکسیمم�سازی) معیار قسمت این در
رایانه�ای نΎاری برش تصاویر بازسازی مفصل، ͳآنتروپ کابردهای از ͳ΋ی (٢٠١٠) هم΋اران و پوگازو پژوهش�های
متغیر احتمال ͳالΎچ تعیین دنبال به باید مفصل، تاب΄ روش به برش�نΎاری�رایانه�ای تصاویر بازسازی برای است.
از استفاده با را f(x, y) احتمال ͳالΎچ تاب΄ باشیم. م�ͳشود، منجر اطلاع مقدار ماکسیمم به که پیوسته�ای ͳتصادف

م�ͳیابیم. شانون ͳآنتروپ نمودن ماکسیمم
اطلاع مقدار ماکسیمم به که را احتمال ͳالΎچ طبیعت توأما، محدودیت�ها م�ͳکند، بیان (١٩٩٧) درلوپ وان
محدودیت�ها به ͳΎبست بدهد م�ͳتواند منب΄ Έی که ͳاطلاع مقدار ماکسیمم واق΄ در م�ͳکنند. تعیین م�ͳشود منجر
بازسازی برای نظر مورد ͳالΎچ تاب΄ تا م�ͳکنیم مطرح محدودیت عنوان به را حاشیه�ای توزی΄�های همین برای دارد.

باشد. مناسب برش�نΎاری�رایانه�ای تصاویر

مثال ١.٢

است: زیر شرح به مسئله محدودیت�های م�ͳشود. داده نشان f̂ با زیر قیود تحت ماکسیمم ͳآنتروپ مقدار
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

∫
f(x, y)dy = f١(x), y هر ازای ∫به
f(x, y)dx = f٢(y), x هر ازای ∫به ∫
f(x, y)dxdy = ١,

f(x, y) ⩾ ٠

حل برای فردی به منحصر حل راه تا م�ͳشود انتخاب مقعر، تاب΄ ملاک اند ͳخط محدودیت�ها که ͳآنجای از
شود. ͳم گرفته نظر در هدف تاب΄ عنوان به شانون ͳآنتروپ Έتابع کند. ارائه مسئله

J(f) = H(X,Y ) = −
∫ ∫

f(x, y) ln f(x, y)dxdy (٧)

Έی تنها کنید فرض باید لاگرانژ Έتابع معادله�ی حل برای است. لاگرانژ ضرایب Έنی΋ت تعریف ،ͳاصل ابزار
دارد. وجود کننده، قان΄ محدود ͳآنتروپ با ͳشدن f ≥ ٠

Lg(f, λ٠, λ١, λ٢) = J(f) + λ٠

(
١−

∫ ∫
f(x, y)dxdy

)
+

∫
λ١(x)

(
f١(x)−

∫
f(x, y)dy

)
dx

+

∫
λ٢(y)

(
f٢(y)−

∫
f(x, y)dx

)
dy

م�ͳشود. پیدا ͳبحران نقاط زیر معادلات دستΎاه به توجه با


∂Lg(f, λ٠, λ١, λ٢)

∂f
= ٠,

∂Lg(f, λ٠, λ١, λ٢)

∂λi
= ٠.

م�ͳشود. حاصل زیر نتیجه�ی فوق، معادلات دستΎاه حل از باشند، همΎرا [٠,١] ی بازه بر انتΎرال�ها کنید فرض

f̂(x, y) = exp(−λ١(x)− λ٢(y)− λ٠)
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م�ͳشوند. محاسبه شده ذکر محدودیت�های Έکم به λ٢ و λ١, λ٠ اینجا در

λ١(x) = − ln

(
f١(x)

∫
λ١(x)dx

)
λ٢(y) = − ln

(
f٢(y)

∫
λ٢(y)dy

)
λ٠ = ln

(∫
λ١(x)dx

∫
λ٢(y)dy

)
م�ͳشود: منجر زیر رابطه�ی به که

f̂(x, y) = f١(x)f٢(y) (٨)

شانون ͳآنتروپ ماکسیمم مفصل م�ͳدهد. نشان م�ͳکند، ماکسیمم را شانون ͳآنتروپ که چΎال�ͳای تاب΄ فوق رابطه�ی
مفصل توان ͳم شانون، ͳآنتروپ ماکسیمم اصل از آمده بدست ͳالΎچ با است. (c(u, v) = ی΋نواخت(١ توزی΄ دارای

کرد. پیدا را متناظر متغیره دو

F (x, y) =

∫ x

٠

∫ y

٠
f(s, t)dsdt

=

∫ x

٠

∫ y

٠
f١(s)f٢(t)dsdt

=

∫ x

٠
f١(s)dt

∫ y

٠
f٢(t)ds

نوشت. زیر صورت به م�ͳتوان ترتیب به را مفصل تاب΄ و ͳتجمع توزی΄ تاب΄

F (x, y) = F١(x)F٢(y)

C(u, v) = F (F−١
١ (u), F−١

٢ (v)) = uv

متغیر دو بین استقلال که است استقلال مفصل به معروف آمد بدست شانون ماکسیمم ͳآنتروپ از که ͳمفصل تاب΄
برابر، توأم ͳالΎچ تاب΄ که م�ͳرسد خود مقدار ماکسیمم به ͳزمان شانون توأم ͳآنتروپ م�ͳکند. توصیف را ͳتصادف
ͳآنتروپ تا باشند مستقل ی΋دیΎر از ͳتصادف متغیرهای باید ͳعبارت به پس باشد حاشیه�ای چΎال�ͳهای حاصلضرب

شود. ماکسیمم توأم

متقابل اطلاع اندازه�ی و مفصل ͳآنتروپ ٣

دو متقابل ͳΎوابست میزان که است ͳکمیت ،ͳتصادف متغیر دو متقابل اطلاع اطلاع، نظریه�ی و احتمال نظریه�ی در
Y و X اگر زیرا م�ͳشود نامیده Y و X استقلال) از متقابل(فاصله اطلاع ی اندازه م�ͳکند. بیان را ͳتصادف متغیر
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استقلال از بΎیرد، فاصله صفر از متقابل اطلاع اندازه�ی چقدر هر و م�ͳشود صفر متقابل اطلاع اندازه�ی باشند، مستقل
زیر صورت به متقابل اطلاع پیوسته حالت برای م�ͳگیرد. فاصله

I(X,Y ) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y) ln

(
f(x, y)

f١(x).f٢(x)

)
dxdy (٩)

م�ͳشود. تعریف

زیر صورت به متغیره دو مفصل ͳآنتروپ تاب΄ اگر برهان.

Hc(U, V ) = −
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
c(u, v) ln c(u, v)dudv (١٠)

زیر صورت به توأم ͳالΎچ تاب΄ آنΎاه v = F٢(y) و u = F١(x) باشدکه

f(x, y) = f١(x).f٢(y).c(f١(x), f٢(y))

م�ͳشود. تعریف

I(X,Y ) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y) ln

(
f(x, y)

f١(x).f٢(x)

)
dxdy

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f١(x).f٢(y).c(u, v) ln

(
f١(x).f٢(y).c(u, v)

f١(x).f٢(x)

)
dxdy

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f١(x).f٢(y).c(u, v) ln c(u, v)dxdy

م�ͳشود. نتیجه زیر رابطه�ی ͳراحت به ∫که ∞

−∞

∫ ∞

−∞
c(u, v) ln c(u, v)dudv = −Hc(U, V ) (١١)

نمود تعریف نیز زیر صورت به را متقابل اطلاع م�ͳتوان

I(X,Y ) = H(X) +H(Y )−H(X,Y ) = −Hc(U, V ) (١٢)

مفصل ͳآنتروپ از ͳخاص نوع متقابل اطلاع ی متغیره دو تاب΄ گرفت نتیجه م�ͳتوان نیز رابطه این به توجه با
رابطه�ی است. ͳتصادف متغیر دو استقلال ی فاصله دادن نشان برای معیاری مفصل، ͳآنتروپ ͳعبارت به پس است.
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ͳالΎچ تاب΄ یا مستقل ی΋دیΎر از ͳتصادف متغیر دو که م�ͳشود صفر متقابل اطلاع اندازه�ی ͳزمان م�ͳدهد نشان (٣.٣)
استقلال حالت در مفصل ͳآنتروپ که گرفت نتیجه م�ͳتوان (۴.٣) رابطه�ی از همچنین شود. Έی برابر مفصل�شان

شود. صفر باید ها متغیر

توجه ١.٣

صورت به توأم ͳالΎچ تاب΄ یافتیم. بود، شانون اطلاع مقدار حداکثر دارای که را ͳتوأم ͳالΎچ تاب΄ فوق مثال در
که است شانون اطلاع حداکثر دارای توأم ͳالΎچ تاب΄ ͳزمان م�ͳداد نشان که آمد بدست حاشیه�ها حاصلضرب
توجه با بود. استقلال مفصل نظر، مورد مفصل یافتیم. را آن متناظر مفصل سپس باشند. مستقل ͳتصادف متغیرهای
شد. حاصل صفر با برابر فوق مثال برای متقابل اطلاع اندازه بودند، مستقل ͳتصادف متغیرهای چون ٣ بخش به
بΎیریم نتیجه توانیم ͳم است، متقابل اندازه همان ͳنوع به مفصل ͳآنتروپ که شد بیان ٣ بخش در که ͳآنجای از
مجموع برابر، توأم ͳآنتروپ فوق، مثال در کنیم بیان م�ͳتوانیم حال است. صفر برابر فوق مثال مفصل ͳآنتروپ که
شوند. ماکسیمم حاشیه�ای های ͳآنتروپ که م�ͳشود ماکسیمم توأم ͳآنتروپ ͳزمان ͳیعن است حاشیه�ای آنتروپ�ͳهای

گیری نتیجه ۴

ماکسیمم ͳآنتروپ دارای که بودیم ͳتوزیع یافتن دنبال به آن، ویژگ�ͳهای و مفصل ͳآنتروپ ͳمعرف ضمن مقاله این در
مقادیر شود، ͳم حاصل محدودیت�ها از که ͳمعادلات حل با و است خاص محدودیت�های و شرایط تحت شانون
و ͳتجمع توزی΄ تاب΄ نوشتن با سپس آوردیم. بدست را ماکسیمم ͳآنتروپ دارای ͳالΎچ تاب΄ فرم و ماکسیمم ͳآنتروپ
م�ͳگیریم نتیجه آمده، بدست مفصل به توجه با نمودیم. محاسبه را متناظر مفصل تاب΄ اس΋لار قضیه�ی از استفاده با
به توجه با را ͳآنتروپ ماکسیمم�سازی توان ͳم توأم، احتمال ͳالΎچ تاب΄ ͳآنتروپ نمودن ماکسیمم جای به پس این از

نمود. ͳبررس مفصل نظریه�ی دیدگاه
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