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١٣٩٣ اسفندماه ٧ و ۶ وابست�ͳΎها انواع و مفصل نظریه کارگاه سومین

پیشΎفتار

مراکز ها، دانشΎاه ͳمیلت تحصیلات دانشجویان ͳعلم سط ارتقای و ͳعلم هیأت اعضای نظر تبادل منظور به
سال ماه اسفند ٧ و ۶ روزهای وابست�ͳΎها انواع و مفصل كارگاه سومین مفصل، نظریه کاربران و کشور ͳعال آموزش
های داده ͳعلم قطب هماری با کرمان باهنر شهید دانشΎاه کامپیوتر و ͳریاض دانشده آمار، بخش توسط ١٣٩٣
یزد مدرس، تربیت اصفهان، مشهد، ͳفردوس های دانشΎاه آمار بخش�های و مشهد ͳفردوس دانشΎاه ͳفضای و ͳترتیب
كارگاه این در گردید. برگزار کرمان، باهنر شهید دانشΎاه کامپیوتر و ͳریاض دانشده محل در ایران آمار انجمن و
نظریه با مرتبط مباحث كاربران و ͳمیلت تحصیلات دانشجویان ،ͳعلم هیأت اعضای از نفر ۴٠ از بیش روزه دو
ارائه نهایت در و نمود ͳدریافت مقالات ͳبررس به اقدام ͳعلم كمیته كارگاه، فراخوان از پس نمودند. شركت مفصل

داد. قرار موافقت مورد را مقاله ١٩
دانشΎاه ͳفضای و ͳترتیب های داده ͳعلم قطب ͳاطلاعات پایΎاه در کارگاه این ͳعموم های ͳسخنران خلاصه
١٢ و ͳفارس ی مقاله ۶ تعداد کامل متن است. ͳدسترس قابل http://osdce.um.ac.ir ͳنشان به مشهد ͳفردوس
بخش دو شامل که است شده تدوین مقالات مجموعه در ͳعلم کمیته تأیید از پس شده پذیرفته ͳلیسΎان ی مقاله

م�ͳباشد. ͳفارس و ͳلیسΎان مقالات
کارگاه سومین در شده ارائه ͳلیسΎان و ͳفارس پوسترهای و ͳسخنران مقالات خلاصه شامل مجموعه این
مسئول پوستر یا ͳسخنران دهنده ارائه که است ͳبدیه است. وابست�ͳΎها انواع و مفصل نظریه ͳآموزش
و ͳترتیب های داده ͳقطبعلم استو بوده خود مقاله ͳادب-ͳویرایشعلم و آنها اصالت صحتمطالب،

اینخصوصندارد. در ͳمسئولیت ͳفضای
محترم مسئولین و آمار بخش ͳپشتیبان ،ͳاجرای و ͳعلم کمیته�های ب�ͳوقفه�ی تلاش مرهون مذکور کارگاه برگزاری
دانشده محترم ریاست ͳفدای دکتر آقای جناب بخصوص کرمان باهنر شهید دانشΎاه کامپیوتر و ͳریاض دانشده
از الخالق» یشر لم المخلوق یشر لم «من شریف حدیث از ͳتاس به م�ͳدانیم لازم خود بر راستا این در است. بوده
دانشΎاه، انتظامات و حراست دانشده، دانشΎاه، محترم معاونت�های در عزیزان همه صادقانه تلاش�های و زحمات
ͳعلم انجمن اعضای همچنین و عزیز کارکنان و ͳعلم هیات محترم هماران تمام و ͳعموم روابط و ریاست حوزه
ͳقدردان و تشر داشته�اند، مشارکت وابست�ͳΎها انواع و مفصل نظریه کارگاه سومین برگزاری امر در که آمار بخش

نماییم.

ͳاله توفیق آرزوی با
آمار بخش

کامپیوتر و ͳریاض دانشده
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سپس و معرفی سیبویا وابستگی تابع توسط شده تولید مفصل�های از خانواده�ای مقاله این در چکیده.
می�شود پرداخته وابستگی تابع این ویژگی�های بررسی به ادامه در می�شود. بررسی آن وابستگی ساختار

می�باشد. مقاله این دیگر نتایج از آن ناپارامتری برآوردگر�های بیان و معرفی این بر علاوه و

پیش�گفتار .١

دیگر محققان توسط آن از پس و شد مطرح اسکلار توسط ١٩۵٩ سال در بار اولین مفصل تابع مفهوم
تصادفی ترتیب-های و وابستگی مفاهیم با رابطه در شده انجام تحقیقات مهم�ترین که گرفت قرار بررسی مورد

است. بوده وابسته
کلی وابستگی اسپیرمن روی و کندال پیرسن،توی همبستگی ضریب مانند اندازه�ها از بعضی که می�دانیم
است ممکن داده�ها بگیریم نظر در را داده�ها از زیرمجموعه�ای ما اگر هرچند می�گیرد. اندازه را متغیر دو بین

باشند. داشته متفاوتی وابستگی رفتارهای
پیشنهاد زیادی مکانی وابستگی اندازه��های (X,Y ) تصادفی بردار مکانی وابستگی رفتار بررسی برای

است. شده داده
،(١٩٩٣) دکسوم و بجرو همبستگی منحنی وانگ(١٩٨٧)، و هلاند مکانی وابستگی تابع مثال عنوان به

سیبویا(١٩۶٠). و نلسن(١٩٩٩) همکاران(٢٠٠٣)، و بایرامو مکانی وابستگی اندازه
آن ویژگی�های از برخی و معرفی سیبویا(١٩۶٠) توسط بار اولین مفصل، از نامتقارن و جدید رده یک

است. شده بررسی
این در که هستند مفصل�هایی جمله از ارشمیدسی و اولکین مارشال فرین، مقدار معروف مفصل�های که

می�گیرند. قرار رده
شود. نوشته سیبویا فرم در تواند می مفصلی هر کلی بطور

. ناپارامتری برآورد-گر سیبویا، وابستگی تابع مفصل، کلیدی. واژگان
سخنران ∗

١
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اصلی نتایج .٢

کولو و سیبویا(١٩۶٠) توسط که آن ویژگی�های از برخی و معرفی سیبویا وابستگی تابع بخش این در
می�شود. بیان شده، مطرح (٢٠٠٧) همکاران و

می�گیرد. قرار ارزیابی مورد آن�ها حدی رفتار و می�شود ارائه تابع این برآوردگر دو ادامه در

باشند (Ω, A, P ) احتمال فضای در شده تعریف تصادفی متغیر�های Y و X کنید فرض .١.٢ تعریف
و F۱(x) = P (X ≤ x) و باشد Y و X توام توزیع F (x, y) = p(X ≤ x, Y ≤ y) و
صورت به می�توان را سیبویا وابستگی تابع آنگاه باشند آن حاشیه�ای توزیع�های F۲(y) = P (Y ≤ y)

کرد. تعریف زیر

Λ(F۱(x), F۲(y)) =
F (x, y)

F۱(x)F۲(y)
∀(x, y) ∈ R۲ (١.٢)

F۱(x), F۲(y) ≥ ۰ که

وجود ترتیب به زیر حدود که شود تعریف Λ می�تواند زمانی F۱(x) = ۰, F۲(y) = ۰ برای و
باشد داشته

lim
F۱(x)→۰

F (x, y)

F۱(x)F۲(y)

lim
F۲(y)→۰

F (x, y)

F۱(x)F۲(y)

اگر وتنها اگر می�باشند PQD، Y و X، x, y ∈ R هر برای .٢.٢ تعریف

F (x, y) ≥ F۱(x)F۲(y) ∀(x, y) ∈ R۲

اگر وتنها اگر می�باشند NQD، Y و X همچنین و

F (x, y) ≤ F۱(x)F۲(y) ∀(x, y) ∈ R۲

سیبویا وابستگی تابع ٢-١ویژگی�های
به است شده بیان همکاران(٢٠٠٧) و کولو همچنین و سیبویا(١٩۶٠) توسط Λکه ویژگی�های جمله از

می�باشد. زیر شرح
x, y ∈ R هر برای کرانداری: الف-

max(۰, F۱(x) + F۲(y)− ۱
F۱(x)F۲(y)

) ≤ Λ(F۱(x), F۲(y) ≤ min(
۱

F۱(x)
,

۱
F۲(y)

)

اگر تنها و اگر هستند مستقل Y و X-ب

Λ(F۱(x), F۲(y)) = ۱
اگر وتنها اگر می�باشند PQD ، Y و X-ج

Λ(F۱(x), F۲(y)) ≥ ۱
اگر وتنها اگر می�باشند NQD، Y و X همچنین و

Λ(F۱(x), F۲(y)) ≤ ۱
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داشته (.)ψ−۱وجود و ϕ−۱(.) که قسمی به باشند مقدار حقیقی تابع دو ψ(.) (.)ϕو کنید فرض د-
صورت: این در باشند

(X,Y ) تصافی بردار تکیه�گاه S که (x, y) ∈ S هر برای آنگاه باشند صعودی دو هر ψ(.) و ϕ(.) اگر •
می�باشد.

Λϕ(X)ψ(Y )(x, y) = ΛX,Y (ϕ
−۱(x), ψ−۱(y))

(x, y) ∈ S هر برای آنگاه باشد صعودی ψ(.) و نزولی ϕ(.) اگر •

Λϕ(X)ψ(Y )(x, y) =
۱

F̄۱(ϕ−۱(x))
− F۱(ϕ−۱(x))
F̄۱(ϕ−۱(x))

ΛX,Y (ϕ
−۱(x), ψ−۱(y))

(x, y) ∈ S هر برای آنگاه باشند نزولی ψ(.) و صعودی ϕ(.) اگر •

Λϕ(X)ψ(Y )(x, y) =
۱

F̄۲(ψ−۱(y))
− F۲(ψ−۱(y))
F̄۲(ψ−۱(y))

ΛX,Y (ϕ
−۱(x), ψ−۱(y))

(x, y) ∈ S هر برای آنگاه باشند نزولی توابع ψ(.) و ϕ(.) اگر •

Λϕ(X)ψ(Y )(x, y) =
۱− F۱(ϕ−۱(x))− F۲(ψ−۱(y))

F̄۱(ϕ−۱(x))F̄۲(ψ−۱(y))

+
F۱(ϕ−۱(x))F۲(ψ−۱(y))
F̄۱(ϕ−۱(x))F̄۲(ψ−۱(y))

ΛX,Y (ϕ
−۱(x), ψ−۱(y))

سیبویا مفصل ٢-٢
باشند F۲(y) و F۱(x) حاشیه�ای توزیع توابع و F (x, y) توام توزیع با تصادفی بردار یک (X,Y ) اگر

می�شود. تعیین زیر صورت به سیبویا مفصل ،(١.٢) رابطه و اسکلار(١٩۵٩) قضیه به بنا آنگاه

C(u, v) = uvΛ(u, v) ∀(u, v) ∈ [۰,۱]۲ (٢.٢)
است. برقرار نیز Λ(u, v) تابع برای ،١-٢ بخش در شده بیان خاصیت�های تمام که

داریم: همچنین

Ĉ(u, v) = u+ v − ۱+ (۱− u)(۱− v)Λ(۱− u,۱− v)

تابع حسب بر نیز اسپیرمن و کندال وابستگی ضرایب و λu و λl دمی وابستگی اندازه�های این بر علاوه
می�شوند. بیان Λ(u, v)

λl = lim
u→۰+

uΛ(u, u)

λu = lim
u→۱−

(۱− u) + (۱− u)− ۱+ u۲Λ(u, u)
۱− u

τ = ۴
∫ ۱

۰

∫ ۱

۰
uvΛ(u, v)duvΛ(u, v)− ۱

ρs = ۱۲
∫ ۱

۰

∫ ۱

۰
uvΛ(u, v)duv − ۳

می�شود. ارائه زیر جدول در سیبویا، مفصل�های رده اعضای از برخی

٢-٣برآوردگر�ها
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سیبویا مفصل�های از برخی :١ جدول

Λθ(u, v) θ محدوده مفصل
۱+ θ(۱− u)(۱− v) [−۱,۱] FGM(θ)
exp(−θln(u)ln(v)) [۰,۱] Gumbel(θ)

exp(θ(۱− u)(۱− v)) [−۱,۱] GCA(θ)
(۱− θ(۱− u)(۱− v))−۱ [−۱,۱] AMH(θ)

میگیرد. قرار ارزیابی مورد آنها حدی رفتار و می�شود ارائه Λ وابستگی تابع برای برآوردگر دو بخش این در
می�کنیم. معرفی (١.٢) رابطه به توجه با Λ برای را ناپارامتری برآوردگر دو ابتدا در

به که اند داده پیشنهاد را Λn تجربی برآوردگر همکاران(٢٠٠٧) و کولو (١.٢) فرم در Λ برآورد برای •
است. شده ساخته توام و ای حاشیه توزیع�های تجربی برآوردگرهای از استفاده با و plug-in روش وسیله
برآوردگر (٢٠٠٨) همکاران و مورتین کوچک های نمونه برای بهتر برآوردگر یک آوردن دست به برای •
توام توزیع�های برای را هسته�ای هموار برآوردگر�های که اند داده پیشنهاد (١.٢) فرم در Λ برای را Λ̂ هموار

می�گیرد. نظر در حاشیه�ای و

k : و باشد (X,Y ) از تصادفی نمونه یک {(Xi, Yi); i = ۱, . . . , n} کنید فرض .٣.٢ تعریف
و
∫ ∫

k(u, v)dudv = ۱ بطوریکه باشد متغیره دو هسته تابع یک R۲ −→ R

k(x, y;h۱, h۲) =
۱

h۱h۲
k(

x

h۱
,
y

h۲
) hj(n) ≥ ۰; j = ۱,۲

n −→ ∞ زمانیکه hj(n) −→ ۰ بطوریکه
و

K(x, y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
k(u, v)dudv

و

K(x, y;h۱, h۲) = K(
x

h۱
,
y

h۲
)

می�باشد. زیر بصورت F (x, y) توام توزیع هموار برآوردگر آنگاه

F̂ (x, y) =
۱
n

n∑
i=۱

K(
x−Xi

h۱
,
y − Yi
h۲

)

∫
kj(u)du = بطوریکه باشند حقیقی و کراندار متقارن، توابع kj(.), j = ۱,۲ فرضکنید تعریف٢.۴.

و ۱
kj(u;hj) =

۱
hj
kj(

u

hj
)

و

Kj(w) =

∫ w

−∞
kj(u)du, Kj(w;hj) = Kj(

w

hj
)



۵ سیبویا مفصل وابستگی ساختار بررسی

می�باشند. زیر صورت به ترتیب به F۲(y) و F۱(x) حاشیه�ای توزیع�های هموار برآوردگر آنگاه

F̂۱(x) =
۱
n

n∑
i=۱

K۱(
x−Xi

h۱
)

F̂۲(y) =
۱
n

n∑
i=۱

K۲(
y − Yi
h۲

)

می�باشد. زیر صورت به (١.٢) فرم در Λ برای Λ̂ هموار برآوردگر بنابراین

Λ̂(F̂۱(x), F̂۲(y)) =
F̂ (x, y)

F̂۱(x)F̂۲(y)
∀(x, y) ∈ R۲; F̂۱(x), F̂۲(y) ≥ ۰ (٣.٢)

می�کنیم. بیان (٢.٢) رابطه به توجه با Λ برای را ناپارامتری برآوردگر دو حال
کنید فرض اند. آورده دست به (٢.٢) فرم در Λ برای تجربی برآوردگر یک همکاران(٢٠٠٨) و مورتین •

باشند. زیر صورت به ترتیب به Y و X حاشیه�ای و توام توزیع تجربی برآوردگر�های

Fn(x, y) =
۱
n

n∑
i=۱

I(Xi ≤ x, Yi ≤ y)

F۱n(x, y) =
۱
n

n∑
i=۱

I(Xi ≤ x)

F۲n(x, y) =
۱
n

n∑
i=۱

I(Yi ≤ y)

داریم plug − inروش از استفاده با و (٢٠٠۴) همکاران و فرمانیان بنابر آنگاه

Cn(u, v) = Fn(F
−۱
۱n (u), F−۱

۲n (v)) ∀(u, v) ∈ [۰,۱]۲
می�باشد. تجربی مفصل که

می�باشد. زیر صورت به (٢.٢) رابطه به توجه با Λ تجربی برآوردگر بنابراین

Λn(u, v) =
Cn(u, v)

uv
∀(u, v) ∈ [۰,۱]۲ (۴.٢)

هسته�ای هموار برآوردگر یک از استفاده همکاران(٢٠٠٨) و مورتین بهتر نتایج آوردن دست به برای •
می�کنند. پیشنهاد را است شده ساخته plug-in روش به که (٢.٢) فرم در Λ برای

(٢٠٠۴) همکاران و فرمانیان بنابه آنگاه گفتیم قبلا که باشند همان�هایی F̂۲ و F̂۱ و F̂ کنید فرض
می�باشد. زیر صورت به مفصل برای هموار برآوردگر

Ĉ(u, v) = F̂ (F̂۱
−۱

(u), F̂۲
−۱

(v)) ∀(u, v) ∈ [۰,۱]۲

که

F̂۱
−۱

(u) = inf{x ∈ R; F̂۱(x) ≥ u}
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و

F̂۲
−۱

(v) = inf{y ∈ R; F̂۲(y) ≥ v}
می�باشد. زیر صورت به (٢.٢) فرم در Λهموار برآوردگر بنابراین

Λ̂(u, v) =
Ĉ(u, v)

uv
∀(u, v) ∈ [۰,۱]۲ (۵.٢)

می�کنیم بیان را برآوردگر�ها این حدی رفتار ادامه در
بگیرید. نظر در را زیر نظم شرایط

دارد. کراندار q مرتبه مشتق F -١
هستند. شیتس لیپ F۲ و F۱ -٢
n −→ ∞ زمانیکه h −→ ۰ -٣

lim
n→∞

√
nhq = ۰-۴∫

R

∫
R x

jylk(x, y)dxdy = ۰ ۱ ≤ j + l < q-۵∫
R

∫
R |x|j |y|l|k(x, y)|dxdy <∞ ۱ ≤ j + l < q-۶∫

R

∫
R(|x|+ |y|)dK(x, y) <∞ -٧

آنگاه باشد برقرار ٧ تا ١ شرایط اگر باشد پیوسته تصادفی بردار یک (X,Y ) کنید فرض .۵.٢ قضیه

Λ̂(F̂۱(x), F̂۲(y)) −→P Λ(F۱(x), F۲(y)) (x, y) ∈ R۲a.s n→ ∞

داشته پیوسته حاشیه�ای توزیع توابع F و باشد پیوسته تصادفی بردار یک (X,Y ) کنید فرض .۶.٢ قضیه
آنگاه باشد داشته پیوسته جزئی مشتقات C(u, v) مفصل تابع باشدو

Λn(u, v) −→P Λ(u, v) ∀(u, v) ∈ [۰,۱]۲

اینکه فرض با و تا٧ ١ شرایط تحت باشد. پیوسته تصادفی بردار یک (X,Y ) کنید فرض .٧.٢ قضیه
آنگاه باشد پیوسته جزئی مشتقات دارای C(u, v) مفصل تابع

Λ̂(u, v) −→P Λ(u, v) ∀(u, v) ∈ [۰,۱]۲
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ما هدف متغیرهاست. بین موضعی و کلی وابستگی بیان برای قدرتمند ابزار یک مفصل تابع چکیده.
بین دمی وابستگی همتراز، نمودار برخلاف که می�باشد کای نام به نموداری تحلیل و بررسی مقاله این در
نشان برای اختصاصی گرافیکی روش یک نمودار، این واقع در می�کشاند. تصویر به بهتر را متغیرها
نیکویی آزمون�های کنار در کای نمودار داد خواهیم نشان مقاله این در می�باشد. دمی وابستگی دادن

می�باشد. مناسب مفصل انتخاب برای خوبی معیار برازش

(خی) کای نمودار تئوری

متغیرهاست. بین وابستگی الگوی دادن نشان از فراتر می�شود کا نمودارهای از این�جا در که استفاده�ای
را شده گرفته کار به مفصل نوع می�توان آن�ها کمک به که دارد را خود خاص دمی وابستگی مفصلی، هر

داشت. خواهیم زیر صورت به را مفصل تابع تعریف نمودار، این معرفی از قبل داد. تشخیص
Fn، . . . ،F۱ حاشیه�های با n−بعدی توأم توزیع تابع F کنید فرض :(۱۹۵۹ (اسکلار، ١ قضیه
داریم R در xn، . . . ،x۱ هر برای که طوری به دارد وجود C مانند مفصلی تابع صورت این در باشد،

F (x۱, . . . , xn) = C(F۱(x۱), F۲(x۲), . . . , Fn(xn)) (۱)
دادن نشان برای اسکور کای آماره اساس بر (۱۹۸۵) سویتزر و فیشر توسط بار اولین کای، نمودارهای
آن�ها معرفی به زیر در که می�گیرد شکل χ و λ اساس بر کای نمودار رفت. کار به متغیر دو استقلال
متغیرهای از جفت یک برای تصادفی نمونه یک (xn, yn)، . . . ،(x۱, y۱) کنید فرض می�پردازیم.
شده مشاهده داده�های باشد، FY و FX حاشیه�ای توزیع�های و FXY توأم توزیع با Y و X تصادفی
می�کنیم. تبدیل (λn, χn)، . . . ،(λ۱, χ۱) جفت�های به زیر فرمول�های با را (xn, yn)، . . . ،(x۱, y۱)

برازش. نیکویی آزمون دمی، وابستگی کای، نمودار مفصل، تابع کلیدی. واژگان
سخنران ∗

٧
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χi =
F̂XY,i − F̂X,iF̂Y,i√

F̂X,i(۱− F̂X,i)F̂Y,i(۱− F̂Y,i)
(۲)

λi = ۴ sgn(F̃X,i, F̃Y,i) ·max(F̃۲
X,i, F̃

۲
Y,i) (۳)

.F̂Y,i = F̂Y,i − ۰٫۵ و F̃X,i = F̂X,i − ۰٫۵ ،i = ۱, . . . , n برای آن در که

کردند: خلاصه زیر صورت به را کای نمودار ویژگی��های سویتزر و فیشر
می�باشد. داده�ها رتبه�ی به وابسته کای نمودار •

است. شده مقیاس�بندی [−۱,۱] فاصله در χi و λi •
می�باشد. متغیره دو داده�های مجموعه مرکز از (xi, yi) داده نقطه�ی یک فاصله�ی ،λi اندازه •

داریم: Y و X متغیرهای بین بودن مستقل فرض تحت •

λi ∼ U [−۱,۱] و χi ∼ N

(
۰, ۱
n

)

گرفتن قرار و متغیرها بین مثبت وابستگی از حاکی نمودار، بالای باند در (λi, χi) نقاط گرفتن قرار •
می�دهد. نشان را متغیرها بین منفی وابستگی نمودار، پایین باند در (λi, χi) نقاط

کای نمودار توسط مناسب مفصل انتخاب

متغیره دو داده�های مجموعه در وابستگی ارزیابی برای را گرافیکی روش یک (۱۹۸۵) سویتزر و فیشر
چگونگی آبرگر ۲۰۰۴ سال در این�که تا ندادند قرار بررسی مورد را داده�ها دمی وابستگی ولی کردند مطرح
وابستگی مفهوم به توجه با داد. قرار بررسی مورد را متغیره دو داده�های مجموعه در دمی وابستگی حضور
وابستگی اگر هستیم. مثبت λiهای با مشاهدات به علاقمند ما دمی، وابستگی حضور ارزیابی برای دمی
کای نمودار (۱ به نزدیک λهای (برای راست سمت در صفر خط به ،χi مقادیر باشد نداشته وجود دمی
۱ به نزدیک λهای مقادیر برای صفر خط از χ مقادیر انحراف باعث دمی، وابستگی حضور می�گردند. بر

می�باشد.
مثبت λiهای با مشاهدات برای فقط را کای نمودار تا داد پیشنهاد آبرگر دمی، وابستگی کردن چک برای
پایینی) چپ گوشه و بالایی راست گوشه (در جداگانه چارک دو در مشاهدات که طوری به بگیریم نظر در
بیشتر دمی وابستگی تشخیص در را ما قدرت جداسازی، این که می�گیرند قرار متغیره دو پراکندگی نمودار
چگونگی (١) شکل نمایید. مراجعه (۲۰۰۸) اسچیرماچر به بیشتر اطلاعات از گاهی آ برای می�کند.

می�دهد. نشان را کای نمودار در دمی وابستگی
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دو پراکندگی نمودارهای الف) از: استفاده با پایینی) و (بالایی آن انواع و دمی وابستگی ارزیابی :١ شکل
وابستگی تشخیص برای کای نمودار پ) کلی، حالت در کای نمودار ب) متفاوت، وابستگی�های با متغیره

پایینی دمی وابستگی تشخیص برای کای نمودار ت) بالایی، دمی

افقی خط به همگرا نمودار، این چپ سمت از اول ستون در مشاهدات می�کنید ملاحظه که طور همان
خلاف بر ٢ ستون در می�باشد. پایینی و بالایی دمی وابستگی عدم نشانگر که هستند راست سمت در صفر
وابستگی دهنده نشان این که نیست صفر خط به متمایل ،١ به نزدیک λ برای کای نمودار ،١ ستون
وجود که می�شود مشاهده راست درسمت شکل ای گلوله فرم و۴، ٣ ستون در است. پایینی و بالایی دمی
وابستگی ،۴ ستون برای و بالایی دمی وابستگی ،٣ ستون برای که طوری به می�دهد نشان را دمی وابستگی

است. مشهود پایینی دمی

اقتصادی داده�های کاربرد:
می�گیریم نظر در را (۱۹۹۱− ۲۰۰۷) ایران کلان اقتصاد فصلی داده�های مجموعه از زمانی سری دو

می��باشد. زیر شرح به که
نفتی درآمد :B

تورم :C
،BB۱ ،(F فرانک( ،(G) گامبل ،(C) کلایتون ،(T ) t−استیودنت ،(N) نرمال مفصل خانواده�های

گرفتیم. نظر در داده جفت این برای ما که می�باشند مفصلی ٨ مستقل، و BB۷
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،c و b نمودار دو در که آن�جایی از است. شده داده نشان (٢) شکل در داده�ها این برای کای نمودارهای
وابستگی وجود می�گردند، بر کای نمودار (١ به نزدیک λهای (برای راست سمت در صفر خط به χi مقادیر

باشد. مناسبی گزینه�ی می�تواند نرمال مفصل تابع بنابراین نمی�شود، مشاهده نمودارها این در دمی

متوجه برای کای نمودار (b کلی، حالت در کای نمودار (a از: استفاده با دمی وابستگی ارزیابی :٢ شکل
پایینی دمی وابستگی تشخیص برای کای نمودار (c پایینی، دمی وابستگی شدن

شهودی درک یک می�تواند ولی کرد انتخاب گرافیکی روش با صرفاً مناسب را مدل نمی�توان که چند هر
نیکویی آزمون�های کنار در که کند محدود را آزمون مورد مفصل تابع�های بازه و محدوده و کند القا ما به
برای را کندال تبدیل اساس بر برازش نیکویی آزمون دهد. افزایش ما برای را انتخاب در اطمینان برازش،

است. شده خلاصه (١) جدول در که می�دهیم انجام شده ذکر مفصل�های تابع

PSn(Kn)کندال تبدیل اساس بر آزمون از −pهایی value :١ جدول

p− value N T C G F BB۱ BB۷
PSn(Kn) ۰٫۳۵ ۰٫۰۶ ۰٫۰۱ ۰ ۰ ۰٫۱۱ ۰٫۲

مطرح ادعای که است داده اختصاص خود به را p− value بزرگترین نرمال، مفصل ،(١) جدول در
می�کند. تأیید کای نمودار اساس بر را ما شده
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aamaar90@gmail.com

چالش�برانگیز مسائل از یکی چندمتغیره داده�های برای مناسب احتمالی مدل نمودن پیدا مسئله چکیده.
مفصل اگر که ترتیب این به است؛ مفصل از استفاده مسئله، این حل راهکارهای از یکی است. آمار در
را داده�ها برای مناسب توأم توزیع می�توان حاشیه�ای توزیع�های داشتن با کنیم، پیدا داده�ها برای مناسبی

آورد. به�دست
پارامترهای هم هم�زمان طور به ارشمیدسی، کلاسمفصل�های در که پردازیم می روشی بیان به مقاله این در

می�دهد. انجام برازش نیکویی آزمون هم و می�کند برآورد را مدل وابستگی

مقدماتی مفاهیم و مقدمه .١

توسط گرفته صورت پژوهش�های براساس نیاز، مورد تعاریف و قضایا برخی بیان از پس مقاله این در
ویژگی از استفاده با که می�شود بیان روشی ، (٢٠١٠) همکاران و کیو و (٢٠٠٩) همکاران و نیل مک
نیز پایان در می��پردازد؛ برازش نیکویی آزمون و مفصل پارامتر برآورد به L۱ نرم تحت متقارن توزیع�های

گرفت. خواهد قرار بررسی مورد واقعی داده�های از مثالی با آمده دست به نظری نتایج

توأم بقای تابع H̄ کنید فرض بقا) توابع برحسب اسکار (قضیه .١.١ قضیه
بقای مفصل دراین�صورت باشد. j = ۱, ..., d ،F̄j حاشیه�ای بقای توابع با X = (X۱, ..., Xd)

T

می�کند: صدق زیر رابطه در x ∈ Rd برای ،Ĉθ

H̄(x) = Ĉθ(F̄۱(x۱), ..., F̄d(xd)). (١.١)

بر یکتا صورت به Ĉθ صورت غیراین در یکتاست Ĉθ باشند پیوسته F̄۱, ..., F̄d اگر
می�گردد. تعریف {u ∈ [۰,۱]d : u ∈ rangeF̄۱ × ...× rangeF̄d}

اگر است ارشمیدسی Cθ مفصل گوییم ارشمیدسی) (مفصل .٢.١ تعریف

Cθ(u) = ψθ
(
ψθ

−۱(u۱) + ...+ ψθ
−۱(ud)

)
, u ∈ [۰,۱]d, (٢.١)

. شعاعی توزیع ،L۱ نرم تحت متقارن توزیع برازش، نیکویی ارشمیدسی، مفصل کلیدی. واژگان
سخنران ∗

١١
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مولد تابع که limx→∞ ψθ(x) = ۰ و ψθ(۰) = ۱ با پیوسته و غیرصعودی تابعی ψθ آن در که
است. ψ−۱

θ معکوس دارای و می�شود نامیده ارشمیدسی
به می�توان آن پرکاربرد و شده شناخته خانواده�های نیز و ارشمیدسی مفصل�های ویژگی�های مطالعه جهت

نمود. مراجعه (٢٠٠۶) نلسن

است، L۱ نرم تحت متقارن توزیع یک دارای Rd+ = [۰,∞)d Xبر تصادفی بردار گوییم .٣.١ تعریف
اگر

X
d
= RSd,

بر یکنواخت توزیع دارای Sd و است Sd تصادفی بردار از مستقل R نامنفی تصادفی متغیر آن در که

Sd = {x ∈ Rd+; ∥x∥۱ = ۱},
نامیده شعاعی توزیع نیز آن توزیع و می�شود گفته X شعاعی قسمت R تصادفی متغیر همچنین است.

می�شود.

دراین�صورت باشد، ψθ مولد با ارشمیدسی بقای مفصل دارای U کنید فرض .۴.١ قضیه
شعاعی توزیع و Ĉθ بقای مفصل با ،L۱ نرم تحت متقارن توزیع دارای

(
ψθ

−۱(U۱), ..., ψθ
−۱(Ud)

)
داریم: x ∈ [۰,∞) برای و است FR

FR(x) = ۱−
d−۲∑
k=۰

(−۱)kxkψθ(k)(x)
k!

−
(−۱)d−۱xd−۱ψθ(d−۱)+ (x)

(d− ۱)! ,

است. ٠ و a ماکسیمم a+ آن در که

با تصادفی متغیر نیز U و باشد ψθ مولد با d-�بعدی ارشمیدسی مفصل Cθ کنید فرض .۵.١ قضیه

برای و مستقلند ( ψθ
−۱(U۱)

d∑
i=۱

ψθ
−۱(Ui)

, ..., ψθ
−۱(Ud)

d∑
i=۱

ψθ
−۱(Ui)

) و
d∑
i=۱

ψθ
−۱(Ui)دراین�صورت باشد، Cθ توزیع

تصادفی متغیر j = ۱, ..., d

V j
θ (U۱, ..., Ud) =

۱− ψθ
−۱(Uj)

d∑
i=۱

ψθ
−۱(Ui)


d−۱

,

است. [۰,۱] بر یکنواخت توزیع دارای

که است مستقل بخش دو به Cθ ارشمیدسی مفصل با U تصادفی بردار تجزیه�ی ۵.١ قضیه�ی واقع در
است. یکنواخت توزیع دارای دیگر بخش و FR شعاعی توزیع دارای بخش یک

(RIC) شعاعی اطلاع معیار با مدل انتخاب و برآورد .٢

حاشیه�ای توزیع�های با توأم توزیعی از i = ۱, ..., n ،(X۱i, X۲i) هم�توزیع و مستقل تصادفی نمونه
مدل�های شده�اند، گرفته نظر در داده�ها بر برازش برای که مدل�هایی کنید فرض بگیرید. نظر در را F۲ و F۱
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کنید فرض باشند. ψ۱θ , ..., ψ
K
θ مولد توابع ,M۱با ...,MK

تصادفی متغیر ۵.١ قضیه طبق صورت این در ،(U۱, U۲)
d
= (F۱(X۱), F۲(X۲))

Vθ(U۱, U۲) = ۱−
ψ−۱
θ (U۲)

۲∑
i=۱

ψ−۱
θ (Ui)

=
ψ−۱
θ (U۱)

ψ−۱
θ (U۱) + ψ−۱

θ (U۲)
,

تجربی توزیع به�ترتیب Vθ(t) و V n
θ (t) آنکه فرض با همچنین است. [۰,۱] بر یکنواخت توزیع دارای

کرامر-فون فاصله کردن مینیمم طریق از θ̂n برآوردگر باشند، آن توزیع تابع و Vθ(U۱, U۲) تصادفی متغیر
به�صورت میزس

d(θ) = n

۱∫
۰

(V n
θ (t)− Vθ(t))

۲dVθ(t) = n

۱∫
۰

(V n
θ (t)− t)۲dt, (١.٢)

آید. می دست به
متغیره یک مسئله�ای به را چندمتغیره ارشمیدسی مدل انتخاب مسئله�ی می�توان شده، گفته مطالب براساس
یعنی میزس کرامر-فون� فاصله�ی کردن مینیمم از استفاده با (١ کرد: تبدیل است، زیر گام چهار دارای که
(٢ می�دهیم. نمایش θ̂۱n , ..., θ̂Kn با را آن�ها و می�کنیم برآورد را نظر مورد مدل�های پارامتر ، (١.٢)
شده مشاهده شعاعی بخش برای ψk

θ̂kn
مولد با F k

θ̂kn
برآوردی شعاعی توزیع ،k = ۱, ...,K برای

برای (٣ می�آوریم. به�دست (٣.١ ( طبق را i = ۱, ..., n ،xi = ψk
−۱

θ̂kn
(u۱i) + ψk

−۱

θ̂kn
(u۲i)

رابطه�ی از را ψk
θ̂kn

مولد با F̂ k
θ̂kn

تجربی شعاعی توزیع k = ۱, ...,K

F̂ k
θ̂kn
(x) =

۱
n

n∑
i=۱

I
{(u۱i,u۲i)|ψ−۱

θ̂kn

k
(u۱i)+ψ

−۱
θ̂kn

k
(u۲i)≤x}

,

را فاصله نزدیکترین F̂ k
θ̂kn
(x) شده مشاهده شعاعی توزیع کدام که می�کنیم تعیین (۴ می�آوریم. به�دست را

فاصله�ی مدل کدام در یعنی دارد، F k
θ̂kn
(x) به

dMk
(θ̂kn) =

n∑
i=۱

(F̂ k
θ̂kn
(xi)− F k

θ̂kn
(xi))

۲.

شعاعی اطلاع دارد،معیار کاربرد ارشمیدسی مدل برآورد و انتخاب جهت که معیار این به می�شود. مینیمم
می�شود. گفته

کشور بیمه صنعت از کاربردی مثالی .٣

منظور به ١٣٩١ تا ١٣۶۶ سال از کشور اتومبیل بیمه�های زمانی سری داده�های از قسمت این در
بر دیگر عبارت به جستیم؛ بهره اتومبیل بدنه بیمه و ثالث شخص بیمه خسارت نسبت توأم ساختار یافتن
ارشمیدسی مفصل خانواده چهار میان ٢،در بخش در شده گفته گام ۴ از استفاده با و داده�ها این اساس
نسبت منظور همین به هستیم. مفصل ترین مناسب دنبال به جو و فرانک گامبل، علی-میخائیل-حق،

است. شده داده نشان Z با بدنه و X با ثالث شخص خسارت
که بوده گامبل داده�ها، این بر برازش برای مفصل بهترین که گرفت نتیجه می�توان ١ جدول مشاهده با

. θ̂n = ١/١٩ مدل این در



ف. خوشنودی، ١۴

Z داده�های برابر در X داده�های پراکنش نمودار :١ شکل

RIC با Z و X تصادفی متغیرهای برای مفصل برازش نیکویی و برآورد :١ جدول

ارشمیدسی مفصل�های خانواده�های θ̂n d(θ̂n)
گامبل ١/١٩ ٠/٠۴٠
فرانک ١/١٨ ٠/٠۴١
جو ١/٣٧ ٠/٠۴٣

علی-میخائیل-حق ٠/۴٢ ٠/٠۴۴
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همبستگی تصادفی ترتیب از کاربرد�هایی

ج. احمدی، م. امینی، و. محتشمی،

بیرجند دانشگاه آمار، و ریاضی علوم دانشکده آمار، گروه
v.mohtashami@um.ac.ir

لازم شرایط و بیان تصادفی ترتیب�های سایر با همبستگی تصادفی ترتیب ارتباط مقاله، این در چکیده.
ترتیب برقراری فرض با همچنین است. شده بررسی باشد، مثبت اکیدا بخشی تنوع سود اینکه برای
می�یابیم. را آن بالای کران تصادفی، بردار یک اجزای مجموع زیان قطع تبدیل برای همبستگی، تصادفی

مقدمه .١

کردند. تعریف متغیره دو حالت برای (١٩٩۶) گوورت و داهنه بار اولین را همبستگی تصادفی ترتیب
های حاشیه�ای با دومتغیره توزیع�های بین جزئی ترتیبی متغیره دو حالت در همبستگی تصادفی ترتیب
دو به دو ریسک�های با سبددارایی پذیری ریسک مورد در استنتاج برای مناسب ابزاری و می�باشد یکسان

است. وابسته
سایر و همبستگی تصادفی ترتیب بین ارتباط (٢٠٠۶) ونگ و یی ،(٢٠٠۴) لو و یی ،(٢٠٠۴) یی و لو
همبستگی تصادفی ترتیب از کاربردهایی (٢٠٠٩) همکاران و داهنه کردند. بررسی را تصادفی ترتیب�های

کردند. بیان را مالی بیمه مسائل در
ارتباط می�شود. بررسی تصادفی ترتیب�های سایر و همبستگی تصادفی ترتیب بین ارتباط اول بخش در
قطع تبدیل برای سوم بخش در می�شود. بیان دوم بخش در همبستگی تصادفی ترتیب و بخشی تنوع سود

می�آید. بدست بالا کران تصادفی بردار اجزای مجموع زیان
است. فرشه رده به متعلق n-بعدی تصادفی بردار X = (X۱, . . . , Xn) جا این در

هرگاه: گویند n-متغیره مفصل یک را C : [۰,۱]n → [۰,۱] تابع .١.١ تعریف
،ui ∈ (۰,۱), i = ۱, . . . , n هر برای الف)

C(۰, u۲, . . . , un) = . . . = C(u۱, . . . , ui−۱,۰, ui+۱, . . . , un)
= . . . = C(u۱, . . . , un−۱,۰) = ۰,

C(۱, . . . ,۱, ui,۱, . . . ,۱) = ui ∀۱ ≤ i ≤ n

2010 Mathematics Subject Classification. Primary 47A55; Secondary 39B52, 34K20,
39B82.

. مفصل تابع زیان، قطع تصادفی ترتیب همبستگی، تصادفی ترتیب کلیدی. واژگان
٢٧
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،ai ≤ bi که ai, bi ∈ [۰,۱] هر برای یعنی است. n-صعودی تابعی C ب)

VH(B) ≥ ۰,
آن در که

VH(B) =
∑

sgn(c)H(c),

می�شود: تعریف زیر بصورت sgn(c) تابع و بوده B در cرئوس تمام روی بر مجموع

sgn(c) =

{
۱; kزوج عدد ckبرای = akاگر
−۱; kفرد عدد ckبرای = akاگر.

می�کند. بیان مفصل تابع چارچوب در را n-متغیره توزیع تابع زیر قضیه

F۱, . . . , Fn ای حاشیه توزیع توابع با n-متغیره توزیع Hتابع کنید فرض اسکلار) (قضیه .٢.١ قضیه
که قسمی به است موجود C مفصل صورت این در باشد.

F (x۱, . . . , xn) = C(F۱(x۱), . . . , Fn(xn)),∀xi ∈ R, i = ۱, . . . , n. (١.١)

با را Fi توزیع توابع دامنه اینکه فرض با صورت این غیر در یکتاست C آنگاه باشند پیوسته ها Fi اگر
می�شود. مشخص RanF۱× . . .×RanFn بر بفرد منحصر بطور C دهیم نشان RanFi

گویند. X متغیرتصادفی زیان قطع تبدیل را E(X − t)+ .٣.١ نکته

صورت: این در باشند. متناهی میانگین با تصادفی Yمتغیرهای و X کنید فرض .۴.١ تعریف
هرگاه است کوچکتر (X ≤cx Y ) محدب تصادفی ترتیب در Y از X متغیرتصادفی الف)

EX = EY, ∀t ≥ ۰ E(X − t)+ ≤ E(Y − t)+.

هرگاه است کوچکتر (X ≤sl Y ) زیان قطع تصادفی ترتیب در Y از X متغیرتصادفی ب)

∀t ≥ ۰ E(X − t)+ ≤ E(Y − t)+.

ترتیب به تصادفی بردارهای Y = (Y۱, . . . , Yn) Xو = (X۱, . . . , Xn) کنید فرض .۵.١ تعریف
F,G ∈ R(F۱, . . . , Fn) که قسمی به باشند G و F توزیع توابع با

دو هر برای هرگاه است کوچکتر (X ≤corr Y ) همبستگی تصادفی ترتیب در Y از X الف)
α(.) غیرنزولی توابع ازای به و A۱, A۲ ⊆ {۱, . . . , n} که A۲ و A۱ هم از جدا مجموعه

β(.) و
(٢.١)

Cov(α(Xi, i ∈ A۱), β(Xj , j ∈ A۲)) ⩽ Cov(α(Yi, i ∈ A۱), β(Yj , j ∈ A۲)).

تمام ازای به هرگاه گویند کوچکتر (X ≤sm Y جمعی( زبر تصادفی ترتیب در Y از را X ب)
باشد. موجود امیدریاضی اینکه شرط به Eg(X) ≤ Eg(Y ) ،g(.) زبرجمعی توابع

هرگاه گویند X)کوچکتر ≤uo Y ) بالایی چندگانه تصادفی ترتیب در Y از را X ج)

F̄X(x) ≤ F̄Y (x); ∀x ∈ Rn.

هرگاه گویند X)کوچکتر ≤lo Y ) پایینی چندگانه تصادفی ترتیب در Y از را X د)

FX(x) ≥ FY (x); ∀x ∈ Rn.

معادلند. هم با فوق تصادفی ترتیب�های n = ۲ حالت در .۶.١ نکته
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تصادفی ترتیب�های و وابسته تصادفی ترتیب�های همبستگی تصادفی ترتیب بین ارتباط زیر قضیه
می�کند. بیان را زیان قطع و محدب

به CG و CF فرشه، رده به متعلق توام توزیع توابع با تصادفی بردار دو Y و X کنید فرض .٧.١ قضیه
آنگاه X ≤corr Y اگر باشند، G و F با متناظر مفصل توابع ترتیب

، X ≤uo Y الف)
، Y ≤lo X ب)

، CF (u۱, . . . , un) > CG(u۱, . . . , un) ج)
، X ≤sm Y د)

،
∑n

i=۱Xi ≤sl
∑n

i=۱ Yi ه)
.
∑n

i=۱Xi ≤cx
∑n

i=۱ Yi و)

شود. مراجعه (٢٠٠۶) ونگ و (٢٠٠۴)،یی لو و یی ،(٢٠٠۴) یی و لو به فوق قضیه برهان برای

برقرار زیر شرایط از یکی هرگاه گویند هم�یکنوا تواما را X۱, . . . , Xn تصادفی متغیرهای .٨.١ تعریف
باشد

الف)

FX۱,...,Xn(x۱, . . . , xn) = min[FX۱(x۱), . . . , FXn(xn)], ∀x۱, . . . , xn ≥ ۰,
به باشد داشته وجود Z تصادفی متغیر ، ui(.), i = ۱, . . . , n نزولی غیر حقیقی توابع برای ب)

که قسمی

(X۱, . . . , Xn)
d≡ (u۱(Z), . . . , un(Z)).

است شده توزیع [٠،١] بازه بر یکنواخت بطور که U تصادفی متغیر برای ج)

(X۱, . . . , Xn)
d≡ (F−۱

X۱
(U), . . . , F−۱

Xn
(U)).

می�دهیم. نشان (XC
۱ , . . . , X

C
n ) با را هم�یکنوا تصادفی بردار ادامه در .٩.١ نکته

باشند مقدار حقیقی تصادفی متغیرهای g(X) ، X و ۰ < p < ۱ اینکه فرض با می�شود یادآوری
آنگاه: باشد پیوسته چپ از و غیرنزولی تابعی g(.) اگر الف)

F−۱
g(X)(p) = g(F−۱

X (P )),

آنگاه: باشد پیوسته چپ از و غیرصعودی تابعی g(.) اگر ب)

F−۱+
g(X) (p) = g(F−۱

X (۱− P )),

نظر در را (XC
۱ , . . . , X

C
n متناظرش( هم�یکنوای بردار و (X۱, . . . , Xn) تصادفی بردار .١٠.١ قضیه

زیر رابطه از SC بیمه حق قاعده آنگاه باشد. SC = XC
۱ +XC

۲ + . . .+XC
n کنید فرض بگیرید.

می�آید بدست

E[(SC − d)+] =
n∑
i=۱

E[(Xi − di)+], (F−۱+
SC (۰) < d < F−۱

SC (۱)).

معادله حل از αd ∈ [۰,۱] و di = F
−۱(αd)
Xi

(FSC (d)), i = ۱, . . . n برای آن در که
می�آید. بدست F−۱(αd)

SC (FSC (d)) = d
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آنگاه: باشند صعودی اکیدا توابعی FXi و نامنفی تصادفی متغیرهای Xi اگر .١١.١ نکته

E[(SC − d)+] =
n∑
i=۱

E[(Xi − F−۱
Xi

(FSC (d)))+], (F−۱+
SC (۰) < d < F−۱

SC (۱)).

مثبت اکیدا بخشی تنوع سودهای .٢

متغیرتصادفی یک U و F۲ ، F۱ حاشیه�ای توزیع توابع با تصادفی بردار (X۱, X۲) کنید فرض
صورت: این در باشد (۰,۱) بازه بر یکنواخت

(F−۱
۱ (U), F−۱

۲ (۱− U)) ≤corr (X۱, X۲) ≤corr (F
−۱
۱ (U), F−۱

۲ (U)), (١.٢)

ترتیب مفهوم در (F−۱
۱ (U), F−۱

۲ (U)) یکنوای هم بردار که می�دهند نشان (١.٢) شماره نامساوی�های
است. بزرگ�ترین همبستگی تصادفی

همبستگی تصادفی ترتیب مفهوم F−۱)در
۱ (U), F−۱

۲ (۱ − U)) معکوس یکنوای بردار حالیکه در
است. کوچک�ترین

در را c = (c۱, . . . , cn) متناظر سرمایه و X = (X۱, . . . , Xn) زیان تصادفی بردار .١.٢ تعریف
می�شود تعریف زیر به�صورت Dc[X] تنوع�بخشی سود صورت این در بگیرید. نظر

Dc[X] =

n∑
i=۱

(Xi − ci)+ −
( n∑
i=۱

(Xi − ci)
)
+
. (٢.٢)

و F۲(.) ، F۱(.) حاشیه�ای توزیع�های با تصادفی بردار یک (X۱, X۲) کنید فرض .٢.٢ قضیه
آنگاه U ∼ U(۰,۱)

(٣.٢)
۰ ⩽ E[Dc[F

−۱
۱ (U), F−۱

۲ (U)]] ⩽ E[Dc[X]] ⩽ E[Dc[F
−۱
۱ (U), F−۱

۲ (۱− U)]].

شود. مراجعه (٢٠٠٩) همکاران و داهنه به فوق قضیه برهان برای
حاشیه�ای�های که زیان�ها از تصادفی بردار هر برای انتظار مورد بخشی تنوع سود که می�کند بیان فوق قضیه
برقرار ارتباط حاشیه�ای توزیع�های بین که مفصلی� هرگاه است، مقدار کمترین دارای است، دسترس در آن

باشد. یکنوا هم مفصل می�کند،

(F−۱+
i (۰), F−۱

i (۱)) Fiبر پیوسته حاشیه�ای توزیع با تصادفی بردار (X۱, X۲) فرضکنید .٣.٢ قضیه
و باشند صعودی اکیدا

F−۱+(p) = sup{x ∈ R|FX(x) ⩽ p}

F−۱(p) = inf{x ∈ R|FX(x) ⩾ p} , p ∈ [۰,۱]
،i = ۱,۲ برای طوری�که به c = (c۱, c۲) دهید قرار این بر علاوه

F−۱+
i (۰) < ci < F−۱

i (۱),
c = (F−۱

۱ (p), F−۱
۲ (p)) طوری�که به ندارد وجود p ∈ (۰,۱) هیچ حالت این در که داریم توجه

آنگاه باشد.
E[Dc[X]] > ۰.
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تصادفی بردار یک اجزای مجموع زیان قطع تبدیل کران .٣

ارائه کران تصادفی بردار یک اجزای مجموع زیان قطع تبدیل برای مثال دو قالب در بخش این در
شود مراجعه (٢٠٠٢) همکاران و داهنه به بیش�تر جزئیات برای می�شود.

اگر بگیرید. نظر در را نمایی حاشیه�ای توزیع توابع با (X۱, . . . , Xn) تصادفی بردار .١.٣ مثال

(X۱, . . . , Xn) ≤corr (F
−۱
X۱

(U), . . . , F−۱
Xn

(U))

می�آوریم. بدست بالا کران یک S = X۱ + . . .+Xn زیان قطع تبدیل برای
جائیکه آن از SC = F−۱

X۱
(U) + . . .+ F−۱

Xn
(U) دهید قرار

(X۱, . . . , Xn) ≤corr (F
−۱
X۱

(U), . . . , F−۱
Xn

(U)) ⇒ S ≤sl S
C , (١.٣)

هستند نمایی توزیع دارای ها Xi اینکه به توجه با بیابیم. را Sc زیان قطع تبدیل کافیست

FXi(x) = ۱− exp(− x

βi
), βi > ۰, xi ≥ ۰,

و
F−۱
Xi

(p) = −βi log(۱− p),

است: زیر صورت به Xi متغیرتصادفی زیان قطع تبدیل بنابراین

E(Xi − d)+ = βi exp (−
d

βi
), ۰ < d < +∞,

از: عبارتست SC توزیع تابع معکوس و

F−۱
SC (p) = −(

n∑
i=۱

βi) log(۱− p), ۰ < p < ۱.

نتیجه در

E[(SC − d)+] = β exp (− d
β
), β

n∑
i=۱

βi۰ < d < +∞. (٢.٣)

است. S زیان قطع تبدیل کران (٢.٣) ، (١.٣) رابطه به بنا

لگ توزیع از ها Xi بطوریکه بگیرید نظر در را (α۱X۱, . . . , αnXn) تصادفی بردار .٢.٣ مثال
S = کنید فرض این بر علاوه αi ∈ R − {۰} و کند پیروی (logXi ∼ N(µi, σ

۲
i )) نرمال

می�آوریم. بدست بالا کران یک S زیان قطع تبدیل برای باشد α۱X۱ + . . . , αnXn

جائیکه آن از SC = F−۱
α۱X۱

(U) + . . .+ F−۱
αnXn

(U) دهید قرار

(α۱X۱, . . . , αnXn) ≤corr (F
−۱
α۱X۱

(U), . . . , F−۱
αnXn

(U)) ⇒ S ≤sl S
C . (٣.٣)

داریم Φ−۱(۱− p) = −ϕ−۱(p) اینکه به توجه بیابیم.با را SC زیان قطع تبدیل کافیست بنابراین

F−۱
αiXi

(p) = αi exp{µi + sgn(αi)σiΦ
−۱(p), ۰ < p < ۱,

آن در که

sgn(αi) =

{
۱ , αi > ۰
۰ , αi < ۰
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است: زیر صورت به لگ�نرمال متغیرتصادفی زیان قطع تبدیل طرفی از

E[(Xi − di)+] = exp{µi +
σ۲i
۲ }Φ(di,۱)− diΦ(di,۲),

این بر علاوه

E[(di −Xi)+] = − exp{µi +
σ۲i
۲ Φ(−di,۱) + diΦ(−di,۲), (۴.٣)

و di > ۰ آن در که

di,۱ =
µi + σ۲i − log(di)

σi
, di,۲ = di,۱ − σi, (۵.٣)

جائیکه آن از
E[αi(Xi − di)+] = −αiE[(di −Xi)+],

داریم: (۴.٣) و (۵.٣) روابط به بنا αi < ۰ اگر
(۶.٣)

E[αi(Xi−di)+] = αi exp{µi+
σ۲i
۲ }Φ(sgn(αi)di,۱)−αidiΦ(sgn(αi)di,۲), di > ۰,

F−۱+
SC (۰) < x < هر برای هستند. پیوسته و صعودی اکیدا حاشیه�ای توزیع توابع اینکه به توجه با

بدست زیر رابطه از معادل بطور یا F−۱
SC (FSC (x)) = x رابطه از یکتا بطور FSC (x) ، F−۱

SC (۱)
می�آید:
(٧.٣)

n∑
i=۱

αi exp{µi + sgn(αi)σiΦ
−۱(FSC (x))} = x, F−۱+

SC (۰) < x < F−۱
SC (۱),

است: زیر بصورت SC زیان قطع بیمه حق F−۱+
SC (۰) < d < F−۱

SC (۱) برای نکته١١.١ به استناد با

E[(SC − d)+] =

n∑
i=۱

E[(αiXi − F−۱
αiXi

(FSC (d)))+], (٨.٣)

داریم F−۱+
SC (۰) < d < F−۱

SC (۱) برای (٨.٣) و (٧.٣) و (۶.٣) روابط به بنا
(٩.٣)

E[(SC−d)+] =
n∑
i=۱

αi exp{µi+
σ۲i
۲ Φ(sgn(αi)σi−Φ−۱(FSC (d)))−d(۱−FSC (d)),

است. S زیان قطع تبدیل برای بالا کران (٩.٣) (٣.٣)رابطه به بنا نتیجه در

نتیجه�گیری .۴

نتیجه را بالایی چندگانه و زبرجمعی تصادفی ترتیب تصادفی، بردار دو بین همبستگی تصادفی ترتیب
مجموع و کرده عکس متناظر مفصل توابع و پایینی چندگانه تصادفی ترتیب برای را ترتیب رابطه و می�دهد
تصادفی ترتیب اگر براین علاوه می�شود. مرتب زیان قطع و محدب تصادفی ترتیب بوسیله آن�ها اجزای
با است.همچنین مثبت اکیدا بخشی تنوع سود شرایط، برخی گرفتن نظر در با باشد برقرار همبستگی
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می�توان متناظرش هم�یکنوای بردار و تصادفی بردار یک برای همبستگی تصادفی ترتیب برقراری فرض
یافت. بالا کران تصادفی بردار آن اجزای مجموع برای
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بررسی مورد را یکدیگر با آنها ارتباط کندال، توزیع و مفصل تابع معرفی از پس مقاله این در چکیده.
رسم نحوه ادامه در دهیم. می قرار مطالعه مورد را آن ویژگی�های و کای نمودار سپس دهیم. می قرار
از مثال یک ارائه با پایان در می�دهیم. قرار بررسی مورد را آن ویژگی�های و کرده بیان را کندال نمودار
می بیان را پراکندگی و کندال کای، های نمودار از استفاده با وابستگی تشخیص نحوه واقعی های داده

کنیم.

مقدمه .١

کردند. بیان را آن ویژگی�های برخی و کرده معرفی را کای نمودار (١٩٨۵و٢٠٠١) اسویتزر و فیشر
نمودار (٢٠٠٣) بویز و جنست دارد. بستگی آن�ها رتبه�های مقادیر طریق از تنها داده�ها به کای، نمودار
مقادیر و است نمونه در وابستگی برآورد برای مهم بصری ابزار یک نمودار این کردند. معرفی را کندال
می Q − Q نمودار مفهوم اساس بر کندال نمودار دهد. می نشان را داده�ها وابستگی درجه یعنی انحنا
آسان تفسیر کندال نمودار مهم های ویژگی از یکی است. ارتباط در نیز مفصل�ها با که تفاوت این با باشد

می�باشد. توسعه قابل نیز متغیره چند حالت�های برای اینکه و است کای نمودار به نسبت آن تر

کندال توزیع تابع .٢

کنیم. می بیان کندال توی با را آن رابطه و کندال توزیع تابع مفصل، معرفی از پس بخش این در

کند: صدق زیر شرایط در اگر است مفصل یک C : I۲ −→ I = [۰,۱] تابع .١.٢ تعریف
:u, v ∈ I هر برای

.C(u,۰) = C(۰, v) = ۰ الف)
.C(u,۱) = u,C(۱, v) = v ب)

داریم: v۱ ≤ v۲ و u۱ ≤ u۲ که طوری u۱, u۲, v۱, v۲ ∈ I هر برای ج)

C(u۲, v۲)− C(u۲, v۱)− C(u۱, v۲) + C(u۱, v۱) ⩾ ۰.
. کندال نمودار کای، نمودار وابستگی، مفصل، کلیدی. واژگان

سخنران ∗

١٩
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است. شده بیان (۱۹۵۹) اسکلار قضیه در آمار در مفصل�ها اهمیت

حاشیه�ای توزیع�های Hو توأم توزیع تابع با تصادفی متغیر دو Y Xو کنید فرض (اسکلار). ٢.٢ قضیه
که طوری دارد وجود است، یکتا (RanF ∗RanG) روی که C مفصل باشند. G و F

H(x, y) = C(F (x), G(y)), ∀x, y (١.٢)

H(x, y) گاه آن باشند، حاشیه�ای توزیع�های G(y) و F (x) و مفصل یک C(u, v) اگر علاوه�براین
نلسن به بیشتر جزئیات برای است. G و F حاشیه�ای توابع با توأم توزیع تابع یک ،(١.٢) رابطه در

شود. مراجعه (۲۰۰۶)
توزیع تابع گاه آن باشند، H(x, y) توأم توزیع با تصادفی متغیرهای Y و X کنید فرض .٣.٢ تعریف

می�دهند. نشان K(t) نماد با و نامیده کندال توزیع تابع را T = H(X,Y ) تصادفی متغیر
و F (x) حاشیه�ای توزیع�های به و است وابسته C متناظر مفصل به H(x, y) طریق از تنها K(t)

داریم: t ∈ I هر برای ،H(x, y) = C(F (x), G(y)) که این از زیرا ندارد، بستگی G(y)

K(t) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
I[H(x,y)⩽t]dH(x, y)

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
I[C(F (x),G(y))⩽t]dC(F (x), G(y))

=

∫ ۱

۰

∫ ۱

۰
I[C(u,v)⩽t]dC(u, v) = P (C(U, V ) ⩽ t).

زیر صورت به که است کندال τ با توزیع این رابطه کندال توزیع تابع نام به K توزیع تابع نام�گذاری علت
می�شود: بیان

τ(X,Y ) = ۴E(H(X,Y ))− ۱ = ۴E(C(U, V ))− ۱ = ۳− ۴
∫ ۱

۰
K(t)dt.

نمودار از استفاده با وابستگی تشخیص .٣

از استفاده با وابستگی تشخیص نحوه کندال و کای پراکندگی، نمودارهای معرفی از پس بخش این در
دهیم. می قرار بررسی مورد را نمودارها این

نمودار رسم ،Y و X متغیرهای استقلال ارزیابی برای ساده گرافیکی ابزار یک پراکندگی. نمودار .١.٣
تابع از n ⩾ ۲ حجم به تصادفی نمونه یک (Xn, Yn) و...و (X۱, Y۱) کنید فرض است. پراکندگی

باشد. G و F حاشیه�ای توابع با H پیوسته دومتغیره تجمعی توزیع
F (x) = مستقل نمایی توزیع�های از شده سازی شبیه زوج n = ۱۰۰ اساس بر مثالی ،١ شکل
(Ui, Vi) = های زوج ،٢ شکل و می�کند بیان G(y)را = ۱− exp(−۱۰y) و ۱− exp(−۲x)
روی ها داده می�شود ملاحظه که طور همان می�دهد. نمایش را ۱ ⩽ i ⩽ n ،(F (Xi), G(Yi))

می�دهد. نشان را استقلال که شده�اند پراکنده تصادفی صورت به حاشیه�ها
زوج�های رسم آن�ها، اثر کنترل برای ساده روش یک هستند، مجهول اساساً ای حاشیه توزیع�های چه اگر
و Xi تجربی توزیع توابع ترتیب به Ĝn و F̂n آن در که می�باشد ۱ ⩽ i ⩽ n ،(F̂n(Xi), Ĝn(Yi))

یعنی: هستند. Yi

F̂n(t) =
۱
n
♯{i,Xi ⩽ t}



٢١ نمودارها از استفاده با وابستگی تشخیص

و

Ĝn(t) =
۱
n
♯{i, Yi ⩽ t}

است. تعداد نشان�دهنده ♯ آن در که
ی رتبه ،Ri آن در که می�باشد (Ri

n ,
Si
n ) زوج�های رسم با معادل (F̂n(Xi), Ĝn(Yi)) زوج�های رسم

یافته تبدیل داده�های هستند، پایا یکنوا تبدیلات تحت اغلب رتبه�ها چون است. Yiها ی رتبه ،Si و Xiها

شوند: ملاحظه نیز زیر فرد به منحصر مفصل از مشاهداتی عنوان به است ممکن

C(u, v) = H(F−۱(u), G−۱(v)).

نمایی تصادفی متغیرهای پراکندگی نمودار :١ شکل

[۰,۱] روی یکنواخت حاشیه�های با پراکندگی نمودار :٢ شکل
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نحوه مثال یک ذکر با سپس و پردازیم می کای نمودار رسم نحوه به قسمت این در کای. نمودار .٢.٣
کنیم. می بیان را نمودار این از استفاده با وابستگی تشخیص

H توأم توزیع تابع با (X,Y ) از تصادفی نمونه یک (Xn, Yn) و ... و (X۱, Y۱) کنید فرض
کنید: فرض ،۱ ⩽ i ⩽ n با (Xi, Yi) زوج هر برای باشند.

Hi =
۱

n− ۱♯[j ̸= i : Xj ⩽ Xi, Yj ⩽ Yi],

Fi =
۱

n− ۱♯[j ̸= i : Xj ⩽ Xi],

Gi =
۱

n− ۱♯[j ̸= i : Yj ⩽ Yi].

طوری�که می�باشد |λi| < ۴[ ۱
n−۱ − ۱

۲ ]
۲ برای (λi, χi) زوج پراکندگی نمودار کای، نمودار گاه آن

χi =
Hi − FiGi√

Fi(۱− Fi)Gi(۱−Gi)
(١.٣)

و

λi = ۴sign(F̃iG̃i)max(F̃۲
i , G̃

۲
i ). (٢.٣)

از (Xi, Yi) بردار فاصله�ی اندازه�ی λi ∈ [−۱,۱] و G̃i = Gi − ۱
۲ و F̃i = Fi − ۱

آن۲ در که
را (Xij , Yij) بردار n−۱ همبستگی ضریب ،(١.٣) رابطه�ی راست طرف است. داده�ها مجموعه مرکز

می�شوند: تعریف زیر صورت به Yij و Xij که می�دهد نشان

Xij =

{
۱; Xj ⩽ Xi

۰; Xj > Xi
, Yij =

{
۱; Yj ⩽ Yi

۰; Yj > Yi

توسط cp آن در که می�باشد χ ∈ [− cp√
n
,
cp√
n
] در کنترل حدود با (λi, χi) پراکندگی نمودار کای، نمودار

واقع خطوط بین (λi, χi) زوج�های pدرصد × ۱۰۰ تقریبا cp و شده سازی شبیه کارلو مونت روش
می�کند. مشخص را شده

λi > ۰ گاه آن باشد، وابسته X با منفی) مثبت(بطور بطور Y و صعودی(نزولی) Yiها اگر
کوچک یا بزرگ مربوطه توزیع ی میانه به نسبت Yi و Xi دو هر یعنی λi > ۰ همچنین .(λi < ۰)

هستند. آن�ها مربوطه میانه به نسبت مقابل طرف روی Yi و Xi یعنی λi < ۰ می�شوند.
همان می�شود. برده کار به است، تصادفی غیر متغیرها از یکی که شرایطی و زمانی سری در کای نمودار
استاندارد آزمون�های به مربوط χi کسر صورت شده، داده توضیح (١٩٨۵) اسویتزر و فیشر توسط که طور
که می�شود. بیان (τn)کندال توی و (ρn)اسپیرمن روی همبستگی ضریب اساس بر استقلال ناپارامتری

نوشت: زیر صورت به را آن توان می
n∑
i=۱

(Hi − FiGi) =
n

۱۲(۳τn −
n+ ۱
n− ۱ρn).

آن در که می�دهد نشان را ١ شکل مشابه مستقل نمایی تصادفی زوج ١٠٠ توسط کای نمودار ٣ شکل
قرار خط دو بین نقاط همه�ی تقریبا و است p = ۰٫۹۵ با متناظر که شده استفاده cp ≈ ۱٫۷۸

می�دهد. نشان را استقلال افقی حدود بین مشاهدات گرفتن قرار کلی طور به گرفته�اند.
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نمایی متغیرهای کای نمودار :٣ شکل

نسبت و رتبه�ها روی تکیه شامل کای، نمودار توصیفی ویژگی چندین کندال نمودار کندال. نمودار .٣.٣
کرده بیان را کندال نمودار رسم نحوه قسمت این در می�کند. حفظ را استقلال ناپارامتری آزمون�های با آن�ها
پردازیم. می نمودار این روی از وابستگی تشخیص نحوه به واقعی داده مجموعه یک از استفاده با سپس و
زوج�های که می�باشد Q − Q نمودار رسم تصویری، روش به بودن نرمال ارزیابی مشترک راه یک
ترتیبی آماره�های دهنده نشان X(۱) ⩽ X(۲) ⩽ ... ⩽ X(n) آن در که می�کند رسم را (Zi:n, X(i))

می�باشد n حجم به استاندارد نرمال تصادفی نمونه با مرتبط نرمال توزیع ام i مرتبه چندک ،Zi:n و نمونه
تصادفی نمونه ترتیبی آماره�های Z(۱) ⩽ Z(۲) ⩽ ... ⩽ Z(n) آن در که Zi:n = E(Z(i)) که طوری

است. استاندارد نرمال توزیع از Zn و...و Z۱
است: زیر صورت به (Xn, Yn) و ... و (X۱, Y۱) تصادفی نمونه یک برای نمودار این ساخت روش

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را Hi ، ۱ ⩽ i ⩽ n هر برای -١

Hi =
۱

n− ۱♯[j ̸= i : Xj ⩽ Xi, Yj ⩽ Yi].

کنیم. می مرتب H(۱) ⩽ H(۲) ⩽ ... ⩽ H(n)صورت به را Hi مقادیر -٢
مرتب آماره امین i ریاضی امید Wi:nبیانگر آن در که کرده رسم را (Wi:n,H(i)) زوج�های نمودار -٣

داریم: نتیجه در است. K۰(t) = t− tlnt توزیع از n حجم به تصادفی نمونه یک در

Wi:n = n

(
n− ۱
i− ۱

)∫ ۱

۰
t[K۰(t)]i−۱ × [۱−K۰(t)]n−idK۰(t). (٣.٣)

مستقل نمایی تصادفی متغیرهای از n = ۱۰۰ اندازه به تصادفی نمونه یک کندال نمودار ۴ شکل
می�دهد. نشان را استقلال راست خط به نقاط بودن نزدیک دلیل به که می�باشد ٣ و ١ شکل�های همانند
شبه از Kn تجربی توزیع تابع متعادل، نظم شرایط تحت که کردند بیان (١٩٩٣) رایوست و جنست
K(t) = P{H(X,Y ) برای≥ -سازگار

√
n برآوردگر گاوسی، مجانبی Hnبه�طور ، ... ،H۱ مشاهدات

بر تجربی توزیع Hiتابع = Ĥn(Xi, Yi) که طوری به می�دهد نتیجه Hرا به Ĥn همگرایی که است t}
بنابراین است. همگرا K(t) به احتمال در Kn(t) که کردند ثابت و می�باشد i ̸= j،(Xj , Yj) اساس
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کراندار آن عکس و Kn چون است. همگرا K−۱(p) به احتمال در K−۱
n (p) ،۰ ⩽ p ⩽ ۱ برای

می�دهد: را زیر نتایج طبیعی طور به همگرایی این هستند،
صحیح عدد ترین کوچک ]np[ کنید فرض ،۰ ≤ p ≤ ۱ و n ≥ ۱ دلخواه صحیح عدد برای -١

گاه آن باشد، np مساوی یا تر بزرگ

H(]np[) = K−۱
n (p) −→n→∞ K−۱(p),

داریم: استقلال صفر فرضیه تحت بنابراین

limn→∞E(H(]np[)) = limn→∞W]np[:n = K−۱
۰ (p).

منحنی امتداد در تمرکز به تمایل (Wi:n,H(i)) زوج�های ،n بزرگ کافی حجم به نمونه برای -٢
w 7−→ نمودار مانند کندال نمودار در نقاط دیگر، عبارت به دارند. p 7−→ (K−۱

۰ (p),K−۱(p))
است. K−۱{K۰(w)}

دارد. شدن خطی به تمایل گراف ،K = K۰ که وقتی استقلال، صفر فرضیه تحت -٣
نمودار روی نقاط تمام گاه آن باشند، τ(X,Y ) = −۱ با یکنوا هم Y و X متغیرهای که وقتی -۴
،۰ ≤ p ≤ ۱ ممکن مقادیر همه برای حالت این در زیرا می�گیرند، قرار (p ≡ ۰) افقی محور در

است. K−۱(p) = ۰
،[۰,۱] بازه روی چون باشند، τ(X,Y ) = ۱ با هم�یکنوا Y و X متغیر�های که ۵-وقتی

می�گیرند. قرار K۰(p) منحنی روی نقاط تمام گاه آن است، K−۱(p) = p

نمایی متغیرهای کندال نمودار :۴ شکل

واقعی های داده تحلیل .۴

مربوط تولید و آزاد ماهی سالانه ریزی تخم سهام اندازه�ی ٢٨ شامل داده مجموعه یک برای بخش این در
و کالنبرگ توسط داده مجموعه این که کانادا) بریتیش، (کلمبیا اسکینا رودخانه در جدید ماهی اندازه به
با وابستگی نظر از و کرده رسم را کندال و کای پراکندگی، نمودارهای است، شده ارایه (١٩٩٩) لدوینا

کنیم. می مقایسه یکدیگر
می نشان ها داده این برای را کندال نمودار و کای نمودار پراکندگی، نمودار ٧ و ۶ و ۵ شکل�های
و τn ≈ ۰٫۴۱ که این دلیل (به است ها داده در کلی مثبت ارتباط بیانگر نمودارها تمام دهد.



٢۵ نمودارها از استفاده با وابستگی تشخیص

را رتبه�ای پراکندگی نمودار از پایین چپ سمت گوشه در خوشه یک وجود کندال ρn).نمودار ≈ ۰٫۵۵
نمودار در y = ۱ − x خط امتداد در تقریباً ،Hi چندین برابری به نسبت پدیده این می�کند. مشخص
داده�ها چون می�دهد نشان را متغیرها بین مثبت ارتباط کای نمودار است. گرفته قرار ای رتبه پراکندگی
نمودار اساس بر داده�ها از ویژگی این به توجهی (٢٠٠١) اسویتزر و فیشر دارند. قرار کنترل حدود بالای

دارد. وجود داده�ها در توجهی قابل خطی ارتباط می�دهد، نشان پراکندگی نمودار همچنین نکردند. کای

جدید ماهی اندازه به مربوط تولید و آزاد ماهی سالانه ریزی تخم سهام ی اندازه پراکندگی نمودار :۵ شکل

جدید ماهی اندازه به مربوط تولید و آزاد ماهی سالانه ریزی تخم سهام ی اندازه کای نمودار :۶ شکل

شود. می تفسیر تر آسان کای نمودار به نسبت کندال نمودار که گرفت نتیجه توان می مثال این از
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جدید ماهی اندازه به مربوط تولید و آزاد ماهی سالانه ریزی تخم سهام ی اندازه کندال نمودار :٧ شکل

مراجع

1. Fisher, N. I. and Switzer, P. (1985). Chi-Plots for Assessing Dependence. Biometricka,
72, 253-265.

2. Fisher, N. I. and Switzer, P. (2001). Graphical Assessment of Dependence: Is a Picture
Worth 100 Tests?. The American Statistician, 55, 233-239.

3. Genest, C. and Rivest, L.-P. (1993). Statistical inference procedures for bivariate
Archimedean copulas.. Journal of the American Statistical Association, 88, 1034-1043.

4. Genest, C. and Boies, J. C. (2003). Statistical Models and Methods for Lifetime Data
Detecting dependence with kendall plots. Amer. statist. Vol. 57, No. 4, pp. 275-284.

5. Kallenberg, W. C. M. and Ledwina, T.(1999). Data-Driven Rank Tests for Independence.
Journal of American Statistical Assocation, 94, 285-301.

6. Sklar, A.(1959). Functions de repartition a n dimensions et leurs marges.Publ. Inst.
Statist. Univ. Paris 8, 229-231.



مفصل تابع از استفاده با سیلاب پیک دبی تخمین

م.۳ رضاپور، و ،۲ م. کرمانی، ذونعمت ،∗ ۱ س. زراعتی،

کرمان باهنر شهید دانشگاه کشاورزی، دانشکده آب، مهندسی بخش ۱,۲

zeraati@agr.uk.ac.ir
zounemat@uk.ac.ir

کرمان باهنر شهید دانشگاه آمار، و ریاضی علوم دانشکده آمار، بخش ۳

mohsenrzp@uk.ac.ir

افزایش سیل حقیقت در است. مطرح کشور در طبیعی بلایای مهمترین از یکی عنوان به سیل چکیده.
های دشت از بخشی اشغال و رود طبیعی ظرفیت کاهش باعث که باشد می رودخانه در آب ارتفاع
فعالیت و رویه بی های دخالت شدید، های باران ها سیلاب این وقوع شود.علت می رودخانه حاشیه
مراتع و ها جنگل نابودی و مناطق از بسیاری در کشاورزی رویه بی توسعه مختلف، نقاط در بشر های
در زهکشی های سیستم ها، راه بزرگ قبیل از ها زیرساخت و شهرها از بسیاری که آنجا از باشد. می
بررسی و سیلاب بروز عوامل شناخت با اند شده واقع ها رودخانه های جریان تلاقی محل یا نزدیکی
را سیلاب وقوع احتمال تقریب از ای درجه با میتوان مشخص بازگشت دوره با ها سیل از تعدادی
از است. گرفته قرار طراحان و محققین از بسیاری نظر مد مساله این اخیر دهه چند در کرد. مشخص
باشد، رودخانه دیگر های شاخه جریان تاثیر تحت تواند می رودخانه از شاخه یک در جریان که آنجا
برای رو این است.از اهمیت حائز هیدرولوژیکی های طرح از بسیاری در ها جریان بین ارتباط دانستن
از تحقیق این هستیم.در کارآمد روشی نیازمند ها رودخانه های جریان تلاقی محل در پیک دبی تخمین
در پیک دبی تخمین داد نشان نتایج که شد استفاده سیلاب پیک دبی تخمین برای مفصل آماری روش
. است بهتر ها روش سایر به نسبت مفصل تابع از استفاده با جازموریان حوضه از مطالعه مورد منطقه

پیش�گفتار .١

فراوانی برنامه شود می گرفته کار به سیل پیک دبی تخمین برای حاضر حال در که معمول روش�های از
شاخه�های جریان�های تلاقی محل در سیل تخمین برای توان می که است منطقه�ای آنالیز پایه بر ملی سیل
تجربی روش�های از بارش-رواناب مبنای بر .روش�های اس،٢٠٠٢) جی اس (یو رود کار به رودخانه
مورد بارش-رواناب داده�های از گسترده�ای ی مجموعه بودن دسترس در به توجه با عمل در که هستند
تناوب�های تحلیل و تجزیه و متغیره چند رگرسیون شامل دبی مبنای بر گیرند.روش�های می قرار استفاده
و جریان رگرسیون طریق از سیلاب دبی میزان که والیس،١٩٩٧) و (هاسکینگ باشد می منطقه سیل

2010 Mathematics Subject Classification. Primary 47A55; Secondary 39B52, 34K20,
39B82.

. مفصل تابع سیلاب، پیک، دبی کلیدی. واژگان
سخنران ∗

١۵
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کردن مدل برای کافی اندازه به است ممکن دیگر روش�های .برخی می�شود برآورد آبخیز حوضه ویژگی�های
سیلاب�ها، مثل هیدرولوژیکی پیچیده رخدادهای اکثر چون نباشند، اجرا قابل و پذیر انعطاف تغییرات
هرچند شوند، می توصیف تصادفی متغیرهای تعدادی توسط که هستند متغیره�ای چند رخدادهای طوفان�ها
گرفته قرار بررسی مورد مقالات در بسیاری متغیره یک توزیع�های از یافته تعمیم متغیره چند توزیع�های
یکسان حاشیه�ای و متغیره چند توزیع�های خانواده�های که است این توزیع�ها این اساسی مشکل اما است
که علت این به پیک دبی�های کردن مدل برای متغیره چند نرمال توزیع از استفاده موارد بیشتر است.در
حاشیه�ای توزیع�های در علاوه .به نمی�باشد مناسب هستند نامتقارن داده�ها به مربوط حاشیه�ای توزیع�های
استفاده ناهمگن پدیده�های کردن مدل برای گسترده طور به حاضر حال در که ترکیبی توزیع�های مثل پیچیده�تر
استاندارد متغیره چند توزیع�های از استفاده امکان همکاران،١٩٨۵؛وست١٩٩٢) و (تتیرینگتن می�شوند
مفهوم اساس بر باشد نداشته را شده ذکر مشکلات و محدودیت�ها که متغیره�ای چند ندارد.ساختار وجود
سالوادوری،٢٠٠٣) و مایکل (دی وسیله به هیدرولوژی در بار اولین توابع است.این بیان قابل مفصل تابع
تابع مفهوم آن از شدند.پس استفاده بارش مدت و شدت کننده توصیف متغیره دو مدل یک ایجاد برای
مفصل تابع گیری کار به مقاله این در شد. گرفته کار به هیدرولوژی مختلف زمینه�های در سرعت به مفصل
چون است ضروری بسیار ساخت�ها زیر برای رودخانه جریان�های تلاقی محل در پیک دبی تخمین جهت
چند یا یک طریق از است ممکن می�گیرند قرار جریان تلاقی محل نزدیکی در ساخت�ها زیر این که وقتی
راهی بالادست جریان شاخه�های بین وابسته ساختار ساخت با مفصل تابع که روند آب زیر به بالا جریان
نتیجه در که کند می فراهم مختلف حاشیه�ای توزیع�های انتخاب با متغیره چند توزیع�های ساختن برای

می�سازد. پذیر امکان را دست پایین پیک دبی تخمین

ها روش و مواد .٢

حاشیه�ای و متغیره چند توزیع�های انتخاب محدودیت رگرسیونی و تجربی متغیره، چند روش�های در
روش از تحقیق این در نمی�کنند. تبعیت یکسان های توزیع از جریان�ها واقعیت در اما دارد وجود یکسان
بالادست جریان�های از یک هر متفاوت حاشیه�ای های توزیع�های به توجه با تا شد استفاده مفصل تابع
ابتدا رو این شود.از محاسبه دست پایین پیک جریان�های آن به توجه با و آید بدست توام ساختار بهترین
حوضه در واقع (١) جدول هیدرومتری ایستگاه چهار برای را سال ١٧ برای روزانه و سالانه پیک های داده
شاخه�های جریان حاشیه�ای ،توزیع�های توام توزیع ساخت برای گردید.سپس اخذ (١) شکل مطالعه مورد
منطقه جریان داده�های برای مناسبی تقریب شده داده برازش توزیع�های داد نشان نتایج که شد معرفی فرعی
طبق بر و شد ساخته انتخابی حاشیه�های با متغیره چند مفصل،توزیع�های تابع معرفی کنند.با می فراهم
پیک دبی آمد، بدست ارشمیدسی مفصل�های خانواده از گامبل مفصل به توجه با که توام توزیع ساختار
تابع طریق از تصادفی اعداد تولید با شده داده اختصاص ساختار دو طریق از ۴ ایستگاه در دست پایین
پیک جریان�های ساختار نهایت شد.در محاسبه جریان اولیه مقادیر به توجه با دیگر ساختار دو و مفصل

شدند. ارزیابی دست پایین

هیدرومتری های ایستگاه موقعیت :١ جدول

جغرافیایی عرض جغرافیایی طول ایستگاه شماره ایستگاه نام
٢٩ْ ١۵’ ۵۶ْ ٣٨’ ١ بافت پل
٢٩ْ ٠۵’ ۵۶ْ ٣٢’ ٢ سلطانی
٢٩ْ ١٢’ ۵۶ْ ۵٨’ ٣ مرتضی سید
٢٨ْ ۵٢’ ۵٨ْ ١٨’ ۴ کناروئیه



١٧ مفصل تابع از استفاده با سیلاب پیک دبی تخمین

ها ایستگاه موقعیت و مطالعه مورد منطقه :١ شکل

پژوهش دست�آورد�های .٣

جریان�های جمع از ترتیب به دوم و اول ساختار که شد گرفته نظر در ساختار پیکچهار دبی ارزیابی برای
چهارم و سوم ساختار و آمدند بدست شده داده برازش مفصل اساس بر رگرسیونی رابطه یک و بالادست
اولیه جریان مقادیر از حاصل جریان�ها بین رگرسیونی رابطه یک و بالادست جریان�های جمع از ترتیب به
پیک محاسبه برای شده سازی شبیه مجموعه یک دوم و اول ساختارهای برای منظور این آمدند.به بدست
شده داده برازش توزیع به توجه با و آمد بدست گامبل مفصل به توجه با احتمالاتی توزیع تخمین و جریان
بدست اولیه مقادیر از چهارم و سوم ساختار شد. محاسبه دست پایین پیک جریان ساختارها از یک هر بر
توام احتمال تخمین ارزیابی این در نکته .مهمترین است شده آورده ٢ جدول در ارزیابی نتایج آمدند.
و سازی شبیه کافی تعداد با و است کرده ساده را مسئله این مفصل تابع که باشد می فرعی شاخه�های
ساختار توام توزیع تابع سازی شبیه نتایج آمد. بدست تحلیلی حل راه به مشابه نتایج تصادفی اعداد تولید
احتمال روش که گرفت نتیجه توان دهد.می می نشان دیگر ساختارهای به نسبت را را بهتری نتایج دوم
که کند می فراهم را قبولی قابل دقت با جریان�ها تلاقی محل در پیک دبی تخمین برای آسان راه یک توام
متغیره چند توزیع تابع برای مفصل روش همچنین باشد. نمی اصلی رودخانه در دبی داده�های ثبت به نیاز
از که باشد می یکسان توزیع توابع با متغیره چند توزیع توابع اکثر در فرضیات کاهش برای قوی ابزاری

باشد. می ساده بسیار نیز آن کاربرد و کند می اجتناب پیچیده محاسبات

x۴ ایستگاه شده سازی شبیه پیک دبی ارزیابی جدول :٢ جدول

NASH R۲ RMSE ساختار
−۰٫۲۵۱۱ ٠.٨٨۶ ١۶۶.٧٢ اول
−۰٫۰۰۱۵ ٠.٨٨١ ١۴٩.١۶ دوم
−۰٫۶۹۹۶ ٠.٩٣٧ ١٩۴.٣٢ سوم
−۰٫۷۲۶۷ ٠.٩٧ ١٩۵.٨٣ چهارم



م. رضاپور، و م.، کرمانی، ذونعمت س.، زراعتی، ١٨

مراجع

1. De Michele, C. and Salvadori, G.(2003), A Generalized Pareto intensity-
duration model of storm rainfall exploiting 2-Copulas, J. Geophys. Res.,108(D2),
doi:10.1029/2002JD002534.

2. Hosking, J. R. M., and Wallis, J. R. (1997), Regional frequency analysis, 1st Ed., Cam-
bridge University Press, New York.

3. Titterington, D. M., A. F. M. Smith, and U. E. Makov (1985) , Statistical Analysis of
Finite Mixture Distributions,John Wiley, Hoboken, N. J.

4. U.S. Geological Survey (2002), The National Flood Frequency Program, Version 3:
A Computer Program for Estimating Magnitude and Frequency of Floods for Ungaged
Sites,U.S. Geological Survey Water-Resources Investgations Report 02-4168

5. West, M. (1992) , Modelling with mixtures Bayesian Statistics 4.New York:Oxford Uni-
versity press,503-24


	0
	2

